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О лакунах в спектре оператора 
Хилла–Шредингера с сингулярным потенциалом
Представлено членом-корреспондентом НАН Украины А.Н. Кочубеем

Исследуется непрерывный спектр оператора Хилла—Шредингера в гильбертовом пространстве 2( )L \ . 
Предполагается, что потенциал оператора принадлежит классу Соболева − \1

loc( )H . Найдены условия, при 
которых последовательность длин спектральных лакун: а) ограничена; б) стремится к нулю. Особо изучен 
случай, когда потенциал является вещественной мерой Радона на \.

Ключевые слова: оператор Хилла, непрерывный спектр, спектральная лакуна, сильно сингулярный по тен циал.
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МАТЕМАТИКА

1. Рассмотрим дифференциальное выражение Хилла–Шредингера

= − + ∈′′ \( ) ( ) , ,S q u u q x u x   (1)

с вещественной 1-периодической обобщенной функцией ( )q ⋅  из негативного пространства 
Соболева 1

loc( )H − \ . Ее ряд Фурье—Шварца имеет вид

π

∈
= ∑

]

2ˆ( ) ( ) ik x

k

q x q k e , (2)

где коэффициенты ряда удовлетворяют условиям

−

∈
+ < ∞∑

]

2 2ˆ(1 2 | |) | ( ) |
k

k q k

и

= − ∈]ˆ ˆ( ) ( ),q k q k k .

Дифференциальное выражение (1) корректно определяется как квазидифферен ци аль-
ное [1—5]. Оно задает в сепарабельном комплексном гильбертовом пространстве 2( )L \  опе-
ратор Хилла–Шредингера ( )S q , который определен на плотном в 2( )L \  множестве функций

= ∈ − + ∈′′\ \1 2Dom( ( )) { ( ) ( ) ( )}S q u H u q x u L
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и действует по формуле (1). При этом выражения u′′  и ( )q x u  понимаются в смысле рас-
пре делений.

Оператор ( )S q  самосопряжен в гильбертовом пространстве 2( )L \  и полуограничен 
снизу (см., например, [4], где также приведены иные эквивалентные определения этого опе-
ратора). Спектр оператора ( )S q  абсолютно непрерывен и имеет зонную структуру: его 
спектральные зоны перемежаются со спектральными лакунами [2—5]. При этом концы 
спектральных лакун 0 1{ ( ), ( )}n nq q+ ± ∞

=λ λ , как и в классическом случае суммируемого с квадра-
том потенциала, удовлетворяют неравенствам [4, теорема C]:

0 1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )q q q q q q q+ − + − + − +−∞ < λ < λ λ < λ λ < λ λ "� � � ,

где 0 1{ ( ), ( )}n nq q+ ± ∞
=λ λ  при четных/нечетных n  являются собственными значениями соответ-

ствующих периодической/полупериодической граничных задач на единичном отрезке [6, 7].
2. Обозначим через

( ) : ( ) ( ) 0,q n nn q q n+ −γ = λ −λ ∈`� ,

длины спектральных лакун оператора ( )S q . Некоторые из лакун могут вырождаться. Если 
⋅ ∈ \2

loc( ) ( )q L , то, как известно, длины спектральных лакун стремятся к нулю, а скорость 
сходимости возрастает вместе с гладкостью потенциала [8—10]. В случае сингуляр ного 
потенциала ситуация качественно меняется. Примеры показывают, что в этом случае по-
следовательность { ( )}q nn ∈γ `  может быть и неограничена. В связи с этим возникает вопрос 
о нахождении условий, при которых последовательность { ( )}q nn ∈γ `  принадлежит классу 

∞l  или 0c . Его исследованию и посвящена данная работа.
Обозначим через ( )s q  порядок гладкости произвольного распределения ⋅( )q  в гиль-

бертовой шкале соболевских пространств на единичной окружностиT :

= ∈ ∈ −\( ) : sup{ ( )} 1ss q s q H T � .

Как известно, периодическое распределение ( )q ⋅  вида (2) принадлежит пространству 
Со бо лева H s (T) тогда и только тогда, когда

2 2 2ˆ( ) (1 2 | |) | ( ) |s s

k

q H k q k
∈

= + < ∞∑
]

& &T .

Теорема 1. Пусть у оператора ( )S q  порядок сингулярности потенциала ( ) [ 1, 1/ 2)s q ∈ − − . 
Тогда последовательность длин спектральных лакун { ( )}q nn ∈γ ` неограничена.

Доказательство теоремы использует известные асимптотические формулы для длин 
спектральных лакун. Пусть ( )sq H∈ T , ( 1, 0]s∈ − , тогда согласно [12, теорема 1] мы имеем:

+ −δγ = + ∀δ >1 2ˆ( ) 2 | ( ) | ( ) 0.s
q n q n h n   (3)

Тут весовые пространства последовательностей ( ) ( ; )s sh h≡` ` ^  определяются следую-
щим образом:

∈
∈

⎧ ⎫⎪ ⎪= + < ∞⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑`
`

` 2 2( ) : { ( )} (1 | |) | ( ) |s s
k

k

h a k k a k ,
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а через ( )sh n  обозначено n-й элемент последовательности, принадлежащей ( )sh ` . Оче-
видно, что

−
∈ ∈ ⇒ = →∞` `{ ( )} ( ) ( ) ( ),s s

ka k h a k o k k .

Нам также будет необходимо соотношение между гладкостью потенциала и скоростью 
изменения длин спектральных лакун [11, теорема 29] (см. также [12, 13]):

( ) { ( )} ( ), [ 1, )s s
q nq H n h s∈∈ ⇔ γ ∈ ∈ − ∞` `T . (4)

Доказательство проведем от противного. Предположим, что существует такой потен-
циал –1( )q H∈ T  с ( ) ( 1, –1/2)s q ∈ − , для которого соответствующая последовательность 
длин спектральных лакун { ( )}q nn ∈γ `  является ограниченной, т. е., { ( )} ( )q nn ∈ ∞γ ∈ l` ` . Тогда 

очевидно, что 1/2{ ( )} ( )q nn h− −δ
∈γ ∈` `  0∀δ > .

Тогда в силу (4) мы имеем 1/2 ( )q H − −δ∈ T  0∀δ > , т. е., −( ) 1/2s q � . Полученное про ти-
воречие доказывает ошибочность сделанного предположения.

Теорему 1 дополняет
Теорема 2. Пусть у оператора ( )S q  порядок сингулярности потенциала ∈ −( ) ( 1/2, 0]s q . 

Тогда последовательность

0ˆ( ) 2 .| ( ) |q n q nγ − ∈c

В частности,
а) ( )q n ∞γ ∈l  тогда и только тогда, когда потенциал ( )q ⋅  является псевдомерой, т. е. 

ˆ{ ( )}kq k ∈ ∞∈l] ;
б) условие 0( )q nγ ∈c  равносильно тому, что ( )q ⋅  является псевдофункцией, т. е. 

∈ ∈] 0ˆ{ ( )}kq k c .
Доказательство. Пусть ( ) ( 1, 2, 0]s q ∈ − . Тогда ( ) ( )s qq H −ε∈ T  0∀ε > , и в силу формулы 

(3) мы имеем:

+ − ε−δγ = + ∀ε > ∀δ >1 2 ( ) 2ˆ( ) 2 | ( ) | ( ) 0, 0s q
q n q n h n . (5)

Поскольку > −( ) 1/2s q , то мы можем выбрать 0ε >  и 0δ >  таким образом, чтобы выполня-
лось неравенство

+ − ε − δ1 2 ( ) 2 0s q � .

Тогда асимптотические оценки  принимают вид

γ = + 0ˆ( ) 2 | ( ) | ( )q n q n h n . (6)

Но 0( ) (1)h n o= , n→∞ . Поэтому из (6) следуют утверждения теоремы.
Следствие. Пусть { }k kn ∈`  — произвольная последовательность натуральных чисел, а 

[0, ]c∈ +∞ . Тогда если ∈ −( ) ( 1/2, 0]s q , то

γ → ⇔ →ˆ( ) 2 | ( ) |q k kn c q n c ,

когда k→∞ .
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Теорема 2 позволяет строить примеры потенциалов, для которых последовательность 
длин спектральных лакун имеет заданные свойства. В частности, таких, что =( ) 0s q , но по-
следовательность { ( )}q nn ∈ ∞γ ∉l` .

Пример. Пусть

π

∈
= ∑

]

2ˆ( ) ( ) ik x

k

v x v k e ,

где коэффициенты ряда Фурье—Шварца определены следующим образом:

⎧ = ∈⎪= ⎨
⎪⎩

`, | | 2 , ,ˆ( ) :
0, .

nесли

в противном с

n k n

лучае
v k

Тогда

∈ ∈
= = +∞ ∉∑ ∑

] `

2 2 2ˆ| ( ) | 2 , ., ( ).
k n

v k n v Lт е T .

Однако для каждого 0δ >

− δ + − δ −δ

∈ ∈
+ = + < ∞ ∈∑ ∑

] `

2 2 1 2 2ˆ(1 2 | |) | ( ) | 2 (1 2 ) , ( )., .n

k n

k v k n v Hт е T .

В силу теоремы 2 последовательность длин спектральных лакун неограничена, а в силу след-
ствия из нее

lim ( )q
M n

n
∋ →∞

γ = +∞ ;

lim ( ) 0q
M n

n
∋ →∞

γ = ,

где : { 2 , }kM n n k= ∈ = ∈` ` .

3. Вопрос о том, верна ли теорема 2 при = − 1
( )

2
s q , остается пока открытым. Этот слу-

чай особо важен для физических приложений, так как вместе со случаем 
1

( )
2

s q > −  он ох-

ватывает все вещественные меры Радона на \ , которые являются обобщенными произ-
водными функций из класса 2

loc loc( ) ( )BV L⊂\ \ . Он требует отдельного исследования. 
Вместе с тем для мер нами установлена

Теорема 3. Последовательность длин спектральных лакун { ( )}q nn ∈γ `  оператора Хил-
ла—Шредингера ( )S q  с потенциалом ⋅( )q , который является вещественной 1-периоди-
ческой мерой Радона, ограничена

Доказательство теоремы 3 использует результат [14, теорема 12.8.1] и [15, теорема 1]. 
Оно будет приведено в другой публикации.
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ПРО ЛАКУНИ В СПЕКТРІ ОПЕРАТОРА 
ХІЛЛА–ШРЕДІНГЕРА З СИНГУЛЯРНИМ ПОТЕНЦІАЛОМ

Досліджується неперервний спектр оператора Хілла—Шредінгера в гільбертовому просторі 2( )L \ . Вва-
жа ється, що потенціал оператора належить до класу Соболєва 1

loc( )H − \ . Знайдено умови, за яких пос лі-
довність довжин спектральних лакун: а) обмежена; б) прямує до нуля. Окремо досліджено випадок, коли 
потенціал є дійсною мірою Радона на \ .

Ключові слова: оператор Хілла, неперервний спектр, спектральна лакуна, сильно сингулярний потенціал.

V.A. Mikhailets, V.M. Molyboga

Institute of Mathematics of the NAS of Ukraine, Kiev
E-mail: mikhailets@imath.kiev.ua, molyboga@imath.kiev.ua

ON SPECTRAL GAPS OF THE HILL—SCHRÖDINGER 
OPERATOR WITH SINGULAR POTENTIAL

We study the continuous spectrum of the Hill—Schrödinger operator in a Hilbert space 2( )L \ . The operator 
potential belongs to a Sobolev space 1

loc( )H − \ . The conditions are found for the sequence of lengths of spectral 
gaps to: a) be bounded; b) converge to zero. The case where the potential is a real Radon measure on \  is stu died 
separately.

Keywords: Hill’s operator, continuous spectrum, spectral gap, strongly singular potential.
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1. Introduction. We study the existence of regular solutions to the Dirichlet problem for the qua-
silinear Poisson equation

( ) ( ) ( ( ))u z h z f u zΔ =  (1)

in the unit disk { :| | 1}z z= <D  of the complex plane ^  with continuous boundary values. In ge-
neral, we assume that the function :h → \D  is in the class ( )pL D , 1,p >  and the continuous 
function :f →\ \  is either bounded or has the non-decreasing | |f  of | |t  and such that

( )
0,lim

t

f t
t→∞

=  (2)

without any assumptions on the sign and zeros of the right-hand side in (1). We analyze how the 
degree of regularity of solutions depends on the degree of integrability of the multiplier h.

On the one hand, the interest in this subject is well known both from a purely theoretical 
point of view, due to its deep relations to linear and nonlinear harmonic analysis, and because of 
numerous applications of equations of this type in various areas of physics, differential geometry, 
logistic problems, etc. In particular, in the excellent book by M. Marcus and L. Veron [1], the 
reader can find a comprehensive analysis of the Dirichlet problem for the semilinear equation

( ) ( , ( ))u z f z u zΔ =  (3)

doi: https://doi.org/10.15407/dopovidi2018.10.009

UDC 517.5

V.Ya. Gutlyanskiĭ, O.V. Nesmelova, V.I. Ryazanov
Institute of Applied Mathematics and Mechanics of the NAS of Ukraine, Slovyansk
E-mail: vgutlyanskii@gmail.com, star-o@ukr.net, vl.ryazanov1@gmail.com

On the regularity of solutions 
of quasilinear Poisson equations
Presented by Corresponding Member of the NAS of Ukraine V.Ya. Gutlyanskiĭ

We study the Dirichlet problem for quasilinear partial differential equations of the form ( ) ( ) ( ( ))u z h z f u zΔ =  in the 
unit disk ⊂^D  with continuous boundary data. Here, the function :h → \D belongs to the class ( )pL D , 1,p >  and 
the continuous function :f →\ \ is assumed to have the nondecreasing | |f  of | |t  and such that ( ) / 0f t t →  as 
t →∞ . We prove the existence of a continuous solution u  of the problem in the Sobolev class 2,

loc ( )pW D . Moreover, 
we show that if 2p > , then 1,

loc ( )u C α∈ D  with ( 2)/p pα = − .

Keywords: quasilinear Poisson equation, potential theory, logarithmic and Newtonian potentials, Dirichlet problem, 
Sobolev classes, quasiconformal mappings. 
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in smooth (C 2) domains D in n\ , 3n� , with boundary data in 1L . Here, ( , )t f t→ ⋅  is a continuous 
mapping from \  to a weighted Lebesgue space 1( , )L D ρ , and ( , )z f z→ ⋅  is a non-decreasing 
function for every z D∈ , ( , 0) 0f z ≡ , such that

( , )
,lim

t

f z t
t→∞

= ∞  (4)

uniformly with respect to the parameter z  in compact subsets of D .
On the other hand, Eqs. (1) naturally arise under the study of some semilinear equations in 

the divergent form. Indeed, we have established [2] that, in arbitrary simply connected domains 
D ⊂^ , solutions of the semilinear equations

div[ ( ) ( )] ( ( ))A z U z f U z∇ =  (5)

with suitable matrix functions ( )A z  can be represented as the composition U u= ωD , where ω  is 
a quasiconformal mapping of D  onto D  associated with A , and u  is a solution of Eq. (1) with 

.h J=  Here, J  stands for the Jacobian of the mapping 1−ω . Hence, the results on regular solu-
tions for Eqs. (1) presented in this paper and the comprehensively developed theory of quasicon-
formal mappings in the plane, see, e.g., [3-5], are good basiс tools for the further study of Eqs. (5). 
The latter opens up a new approach to the study of a number of semi-linear equations of mathe-
matical physics in anisotropic and inhomogeneous media.

In Section 2, we give a necessary background for the Poisson equation ( ) ( )u z g zΔ =  due to 
the theory of the Newtonian potential and to the theory of singular integrals in ^ . First, we recall 
that, correspondingly to the key fact of the potential theory, see Proposition 1, the Newtonian 
potential

1
( ) : (ln | |) ( ) ( )

2gN z z w g w dm w= −
π ∫̂  (6)

of arbitrary integrable densities g  of charge with compact support satisfies the Poisson equation 
in a distributional sense, see Corollary 1. Moreover, gN is continuous for ( )pg L∈ ^ , and, further-
more, the Newtonian operator : ( ) ( )pN L C→^ ^  is completely continuous for 1p > , see Theorem 
1. The example in Remark 2 shows that gN  for 1( )g L∈ ^  can be not continuous and even not in 

loc( )L∞ ^ . Theorem 2 describes additional regularity properties of gN  depending on a degree of 
integrability of g . Finally, resulting Corollary 2 states the existence, representation, and regu-
larity of solutions to the Dirichlet problem for the Poisson equation with arbitrary continuous 
boundary data.

Section 3 contains the main result of the paper. It is well known that solutions to the qua-
silinear Poisson equation (1) in a unit disk D  for arbitrary continuous boundary data belong to 
the Sobolev space 1,

loc ( )qW D  for some > 2q , and U  is locally Hölder continuous in D , see, e.g., [6]. 
If, in addition, ϕ  is Hölder continuous, then U  is Hölder continuous in D . In Theorem 3, we 
prove the existence of solutions  in the Sobolev class 2,

loc ( )pW D , if the multiplier :h → \D  is in the 
class ( )pL D , >1p . Moreover, we show that if 2p > , then 1,

loc ( )U C α∈ D  with ( 2)/p pα = − . The 
proof of Theorem 3 is realized through reducing the problem to the case of the linear Poisson 
equation by the Leray—Schauder approach.
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2. Potentials and the Poisson equation. Let D  be the unit disk in the complex plane ^. 
For z  and w∈D  with z w≠ , let

2

2

1 1 | |
( , ) : log and ( , ) :

|1 |
it

it

zw z
G z w P z e

z w ze−
− −= =
− −

  (7)

be the Green function and Poisson kernel in D . If ( )Cϕ ∈ ∂D  and ( )g C∈ D , then a solution to the 
Poisson equation

( ) ( )f z g zΔ =  (8)

satisfying the boundary condition |f ∂ = ϕD  is given by the formula

( ) ( ) ( )gf z z zϕ= −P G , (9)

where

2

0

1
( ) ( , ) ( ) , ( ) ( , ) ( ) ( ),

2
it it

gz P z e e dt z G z w g w dm w
π

−
ϕ = ϕ =

π ∫ ∫
D

P G  (10)

see, e.g., [7], p. 118-120. Here, ( )m w  denotes the Lebesgue measure in ^ .
In this section, we give the representation of solutions of the Poisson equation in the form 

of the Newtonian (normalized antilogarithmic) potential that is more convenient for our re-
search. On this basis, we prove the existence and representation theorem for solutions of the 
Dirichlet problem to the Poisson equation under the corresponding conditions of integrability 
of sources g .

Correspondingly to 3.1.1 in [8], given a finite Borel measure ν  on ^  with compact support, 
its potential is the function : [ , )pν → −∞ ∞C  defined by

( ) ln | | ( ).p z z w d wν = − ν∫̂  (11)

Remark 1. Note that the function pν  is subharmonic by Theorem 3.1.2 in [8] and, con-
sequently, it is locally integrable on ^  by Theorem 2.5.1 in [8]. Moreover, pν  is harmonic out-
side the support of ν .

This definition can be extended to finite charges ν  with compact support (named also signed 
measures), i. e., to real-valued sigma-additive functions on Borel sets in ^ , because + −ν = ν − ν , 
where +ν  and −ν  are Borel measures by the well-known Jordan decomposition.

The key fact is the following statement, see, e.g., Theorem 3.7.4 in [8].
Proposition 1. Let ν  be a finite charge with compact support in ^ . Then

2pνΔ = πν   (12)

in the distributional sense, i. e.,

0( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ).p z z dm z z d z C∞
ν Δψ = π ψ ν ∀ψ ∈∫ ∫

^ ^
^   (13)
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As usual, 0 ( )C∞ ^  denotes the class of all infinitely differentiable functions :ψ →^ \  with 

compact support in ^, 
2 2

2 2x y

∂ ∂Δ = +
∂ ∂

 is the Laplace operator, and ( )dm z  corresponds to the 

Le besgue measure in ^ .
Corollary 1. In particular, if, for every Borel set B  in ^ ,

( ) : ( ) ( ),
B

B g z dm zν = ∫    (14)

where :g →^ \  is an integrable function with compact support, then

,gN gΔ =    (15)

where

1
( ) : (ln | |) ( ) ( )

2gN z z w g w dm w= −
π ∫̂    (16)

in the distributional sense, i. e.,

0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).gN z z d m z z g z dm z C∞Δψ = ψ ∀ψ ∈∫ ∫
^ ^

^   (17)

Here, the function g  is called a density of charge ν  and the function gN  is said to be the 
Newtonian potential of g .

The next statement on continuity in the mean of functions :ψ →^ \  in ( )qL ^ , [1, )q∈ ∞ , 
with respect to shifts is useful for the study of the Newtonian potential, see, e.g., Theorem 1.4.3 in [9].

Lemma 1. Let ( )qLψ ∈ ^ , [1, )q∈ ∞ , have a compact support. Then

0
| ( ) ( ) | ( ) 0.lim q

z
z z z dm z

Δ →
ψ + Δ −ψ =∫̂    (18)

Theorem 1. Let :g →^ \  be in ( )pL ^ , 1p > , with compact support. Then gN  is continuous. 
A collection { }gN  is equicontinuous on compacta, if the collection { }g  is bounded by the norm in 

( )pL ^  with supports in a fixed disk K. Moreover, under these conditions, on each compact set in ^,

.g C pN M g⋅& & & &�  (19)

Proof. By the Hölder inequality with 
1 1

1
q p
+ = , we have

1

| ( ) ( ) | |ln | | ln | || ( )
2

q
p q

g g
K

g
N z N z w w dm w

⎡ ⎤
− ζ ⋅ − − ζ − =⎢ ⎥

π ⎢ ⎥⎣ ⎦
∫

& &
�

1

| ( ) ( ) | ( )
2

q
p qg

z dmζ ζ
⎡ ⎤

= ⋅ ψ ξ + Δ −ψ ξ ξ⎢ ⎥
π ⎢ ⎥⎣ ⎦

∫̂
& &

,
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where wξ = ζ − , z zΔ = −ζ, ( ) := ( )ln | |Kζ +ζψ ξ χ ξ ξ . Thus, the first conclusion follows from 
Lemma 1, because locln | | ( )qLξ ∈ ^  for all [1, )q∈ ∞ .

The second conclusion follows by continuity of the integral on the right-hand side in the 
above estimate with respect to the parameter ζ ∈^ . Indeed,

1

*
| ln | || ( )

q
q

q dmζ ζ
Δ

⎧ ⎫⎪ ⎪ψ −ψ = ξ ξ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭
∫& & ,

where Δ  denotes the symmetric difference of the disks K +ζ  and *K +ζ . Thus, the statement 
follows from the absolute continuity of the indefinite integral.

The third conclusion similarly follows through the direct estimate

1 1

| ( ) | |ln | || ( ) | ( )| ( ) .
2 2

q q
p pq q

g
K

g g
N w dm w dmζ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
ζ ζ − = ψ ξ ξ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

π π⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∫ ∫̂

& & & &
�

Remark 2. It is easy to verify that the function

( ) : (| |), , ( ) 0, \ ,g z z z g z z= ω ∈ ≡ ∈^D D

where

2( ) 1/ (1 ln ) , (0,1], (1, 2), (0) ,t t t tαω = − ∈ α ∈ ω = ∞

is in 1( )L ^ , and its potential gN  is not continuous. Furthermore, locgN L∞∉ .
The following theorem on the Newtonian potentials is important to obtain solutions of 

the Dirichlet problem to the Poisson equation of a higher regularity.
Theorem 2. Let :g →^ \ have compact support. If 1( )g L∈ ^ , then loc

r
gN L∈  for all [1, )r ∈ ∞ , 

1,
loc

q
gN W∈  for all [1, 2)q∈ , moreover, 2,1

locgN W∈ ,

2 2

4 4 . .g g
g

N N
N g a e

z z z z

∂ ∂
= Δ = =

∂ ∂ ∂ ∂
   (20)

If ( )pg L∈ C , 1p > , then 2,
loc

p
gN W∈ , gN gΔ =  a. e. and, moreover, 1,

loc
q

gN W∈  for 2q > , consequently, 

gN  is locally Hölder continuous. If ( )pg L∈ ^ , 2p > , then 1,
locgN C α∈ , where ( 2)/p pα = − .

In this connection, recall the definition of formal complex derivatives:

1 1
: , : , .

2 2
i i z x iy

z x y x yz

⎧ ⎫ ⎧ ⎫∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= − = + = +⎨ ⎬ ⎨ ⎬∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂⎩ ⎭ ⎩ ⎭

The elementary algebraic calculations show that the Laplacian

2 2 2 2

2 2
: 4 4

z z z zx y

∂ ∂ ∂ ∂Δ = + = =
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂

.
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Proof. Note that gN  is the convolution gψ∗ , where ( ) ln | |ψ ζ = ζ , and, hence, loc
r

gN L∈  

for all [1, )r ∈ ∞ , see, e. g., Corollary 4.5.2 in [10]. Moreover, as is well known, 
g

g
z z

∂ψ∗ ∂ψ= ∗
∂ ∂

 

and 
g

g
z z

∂ψ∗ ∂ψ= ∗
∂ ∂

, see, e. g., (4.2.5) in [10]. In addition by elementary calculations, we get

1 1 1 1
ln | | , ln | | .

2 2
z w z w

z z w z z w
∂ ∂− = − =
∂ − ∂ −

Consequently,

( ) ( )1 1
( ), ( ),

4 4
g gN z N z

Tg z T g z
z z

∂ ∂
= =

∂ ∂

where Tg  and T g  are the well-known integral operators

1 ( ) 1 ( )
( ) : ( ) , ( ) : ( ) .

dm w d m w
Tg z g w T g z g w

z w z w
= =
π − π −∫ ∫
^ ^

Thus, all the rest conclusions for 1( )g L∈ ^  follow from Theorems 1.13-1.14 in [11]. If ( )pg L∈ ^ , 
1p > , then 1,

loc
q

gN W∈ , 2q > , by Theorem 1.27, (6.27) in [11]. Consequently, gN  is locally Hölder 

continuous, see, e. g., Theorem 8.22 in [12], and 2,
loc

p
gN W∈  by Theorems 1.36-1.37 in [11]. If 

( )pg L∈ ^ , 2p > , then 1,
locgN C α∈  with 

2p
p
−α =  by Theorem 1.19 in [11].

By Theorem 2 and the known Poisson formula, see, e. g., I.D.2 in [13], we come to the fol-
lowing consequence on the existence, regularity, and representation of solutions for the Di-
richlet problem to the Poisson equation in the unit disk D , where we assume the charge density 
g  to be extended by zero outside D .

Corollary 2. Let :ϕ ∂ → \D  be a continuous function and let :g → \D  belong to the class 
( )pL D , 1p > . Then the function *:= g N g

U N ϕ− +P P , * : |g gN N ∂= D , is continuous in D  with 

|U ∂ = ϕD , belongs to the class 2,
loc ( )pW D , and U gΔ =  a.e. in D . Moreover, 1,

loc ( )qU W∈ D  for some 
2q >  and U  is locally Hölder continuous. If, in addition, ϕ  is Hölder continuous, then U  is Hölder 

conti nuous in D . If ( )pg L∈ D , 2p > , then 1,
loc ( )U C α∈ D , where ( 2)/p pα = − .

Here, the Hölder continuity of U  for Hölder continuous ϕ  follows from the corresponding 
result for integrals of the Cauchy type over the unit circle, see, e. g., Theorem 1.10 in [11], be-

cause the Poisson kernel has the representation ( , ) Re
it

it
it

e z
P z e

e z

+=
−

.

3. The case of quasilinear Poisson equations. The case is reduced to the Poisson equation 
by the Leray—Schauder approach.

Theorem 3. Let :ϕ ∂ → \D  be a continuous function, let :h → \D  be a function in the class 
( )pL D , 1p > , and let :f →\ \  be a continuous function with the nondecreasing function | |f  of 

| |t such that

( )
0.lim

t

f t
t→+∞

=    (21)
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Then there is a continuous function :U → \D  with |U ∂ = ϕD , such that 2,
loc ( )pU W∈ D  and

( ) ( ) ( ( ))U z h z f U zΔ =  for a. e. z ∈D .   (22)

Moreover, 1,
loc ( )qU W∈ D  for some 2q > , and U  is locally Hölder continuous in D . If, in ad di-

tion, ϕ  is Hölder continuous, then U  is Hölder continuous in D . Furthermore, if 2p > , then 
1,
loc ( )U C α∈ D  where ( 2)/p pα = − . In particular, 1,

loc ( )U C α∈ D  for all (0,1)α ∈  if ( )h L∞∈ D .
Proof. If 0ph =& &  or 0cf =& & , then the Poisson integral ϕP  gives the desired solution of the 

Dirichlet problem for Eq. (22), see, e. g., I.D.2 in [13]. Hence ,we may assume further that 0ph ≠& &  
and 0cf ≠& & .

By Theorem 1 and the maximum principle for harmonic functions, we obtain the family of 
operators ( ; ) : ( ) ( )p pF g L Lτ →D D , [0,1]τ ∈ :

*
*( ; ) : ( ), : | , [0,1],g g gN g

F g h f N N Nϕ ∂τ = τ ⋅ − + = ∀ τ ∈DP P   (23)

which satisfies all hypotheses H1-H3 of Theorem 1 in [14]:
H1. First of all, ( ; ) ( )pF g Lτ ∈ D  for all [0,1]τ ∈  and ( )pg L∈ D , because by Theorem 1, 

*( )g N g
f N ϕ− +P P  is a continuous function and, moreover, by (19),

( ; ) | (2 ) | [0,1].p p p CF g h f M gτ + ϕ < ∞ ∀τ ∈& & & & & & & &�

Thus, by Theorem 1 in combination with the Arzela—Ascoli theorem, see, e. g., Theorem 
IV.6.7 in [15], the operators ( ; )F g τ  are completely continuous for each [0,1]τ ∈  and even uni-
formly continuous with respect to the parameter [0,1]τ ∈ .

H2. The index of the operator ( ; 0)F g  is obviously equal to 1 .
H3. By inequality (19) and the maximum principle for harmonic functions, we have the esti-

mate for solutions pg L∈  of the equations ( ; )g F g= τ :

| (2 ) | | (3 ) |p p p C p pg h f M g h f M g+ ϕ& & & & & & & & & & & &� �

whenever /p Cg M≥ ϕ , i.e. then it should be

| (3 ) | 1
3 3

p

p p

f M g

M g M h

& &
& & & &

� , (24)

and, hence, pg& &  should be bounded in view of condition (21).
Thus, by Theorem 1 in [14], there is a function ( )pg L∈ D  such that ( ;1)g F g= . Consequently, 

by Corollaries 2, the function *: g N g
U N ϕ= − +P P  gives the desired solution of the Dirichlet prob-

lem to the quasilinear Poisson equation (22).
Remark 3. As is clear from the proof, Theorem 3 remains valid, if f  is an arbitrary continuous 

bounded function. These results can be extended to arbitrary smooth domains and applied to the 
study of some physical problems.
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ПРО РЕГУЛЯРНІСТЬ РОЗВ’ЯЗКІВ 
КВАЗІЛІНІЙНИХ РІВНЯНЬ ПУАССОНА

Вивчається задача Діріхле для квазілінійних диференціальних рівнянь у частинних похідних виду 
( ) ( ) ( ( ))u z h z f u zΔ =  в одиничному колі ⊂^D  з неперервними граничними умовами. Тут функція :h → \D  

належить класу ( )pL D , 1,p >  і неперервна функція :f →\ \  припускається такою, що її | |f  як функція 
від | |t  є неспадною і такою, що ( ) / 0f t t →  при t →∞ . Доводиться існування неперервного розв’язку 
u  даної проблеми в класі Соболєва 2,

loc ( )pW D . Більш того, показано, що якщо 2p > , то 1,
loc ( )u C α∈ D  з 

( 2)/p pα = − .

Ключові слова: квазілінійне рівняння Пуассона, теорія потенціалу, логарифмічний та ньютонів потен-
ціали, задачі Діріхле, класи Соболєва, квазіконформні відображення.
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О РЕГУЛЯРНОСТИ РЕШЕНИЙ 
КВАЗИЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ ПУАССОНА

Изучается задача Дирихле для квазилинейных дифференциальных уравнений в частных производных 
вида ( ) ( ) ( ( ))u z h z f u zΔ =  в единичном круге ⊂^D  с непрерывными граничными условиями. Здесь функ-
ция :h → \D  принадлежит классу ( )pL D , 1,p >  и непрерывная функция :f →\ \  предполагается такой, 
что ее | |f  как функция от | |t  является неубывающей и такой, что ( ) / 0f t t →  при t →∞ . Доказывается 
существование непрерывного решения u  рассматриваемой проблемы в классе Соболева 2,

loc ( )pW D . Более 
того, показано, что если 2p > , то 1,

loc ( )u C α∈ D  с ( 2)/p pα = − .

Ключевые слова: квазилинейное уравнение Пуассона, теория потенциала, логарифмический и ньютонов 
потенциалы, задача Дирихле, классы Соболева, квазиконформные отображения.
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ОПОВІДІ
НАЦІОНАЛЬНОЇ 
АКАДЕМІЇ  НАУК
УКРАЇНИ

Значні можливості щодо вирішення проблем сучасних мегаполісів потребують розвитку 
підземної урбаністики, основаної на створенні масштабної інженерної інфраструктури шля-
хом розміщення в підземному просторі міста численних об’єктів транспортного, енерге-
тичного, господарчого, комунального й соціального призначення. При цьому ефективно 
спланована й правильно експлуатована підземна інфраструктура підвищує якість життя, 
енергетичну ефективність і екологічну безпеку більшою мірою, ніж аналогічна система на 
поверхні. Підземна урбаністика, яка є невід’ємною складовою сучасного мегаполісу, вже ви-
йшла за межі окремих локальних об’єктів і стає системним фактором розвитку міст [1]. 
Необхідність врахування ризиків різної природи, відповідної міської політики, планування 
та управління розвитком мегаполісів обумовлює необхідність спиратися на надійний 
науково-методичний фундамент, який базується на системному підході до освоєння під-
земного простору.

Підземні об’єкти зазвичай проектуються в умовах неповної інформації про геологічне 
середовище й техногенні впливи, оскільки піддаються дії великої кількості факторів. Точне 
встановлення їх параметрів і характеру взаємовпливів не є можливим на проектному етапі. 

© Н.Д. Панкратова, І.О. Савченко, Г.І. Гайко, В.Г. Кравець, 2018
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Системний підхід до освоєння 
підземного простору мегаполісів в умовах 
невизначеностей та багатофакторних ризиків
Представлено членом-кореспондентом НАН України Н.Д. Панкратовою

Представлено системний підхід до освоєння підземного простору, що формалізує процес оцінки невизначе-
ностей та багатофакторних  ризиків і прийняття рішення про доцільність використання території (гео-
логічного середовища) для міського підземного будівництва. Розроблено морфологічну модель оцінки ділянок 
будівництва підземних об’єктів, створено морфологічні таблиці, обґрунтовано альтернативи станів і шка-
ли експертних оцінок, побудовано матриці взаємозв’язків факторів впливу та альтернатив параметрів.

Ключові слова: міське підземне будівництво, геологічне середовище, оцінка ризиків, прийняття рішень, ме-
тод морфологічного аналізу. 
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Таким чином, спостерігається невизначеність, для якої можуть бути встановлені різні ка-
тегорії: просторова мінливість і геологічні фактори, помилки, що виникають при змінах і 
оцінках геомеханічних параметрів, включаючи їх статистичний розподіл, неповне враху-
вання навантажень і упущення, що виникли в ході будівництва. Кожен підземний об’єкт 
має вартість будівництва, яка визначається спочатку його характеристиками та ринком, і 
корегується в ході будівництва фактичними інженерно-геологічними умовами. Тому пови-
нні бути збалансовані витрати на докладне вивчення цих умов і запобігання ризикам або на 
ліквідацію їх наслідків. В іншому випадку необхідні витрати все одно будуть понесені або 
навіть перевищені з конфліктними наслідками для учасників будівництва [2].

Серед спроб дати науково-практичне забезпечення цим потребам зазначимо методику 
типізації геологічного середовища, яка враховує змінність властивостей не тільки поверх-
невого шару дослідної території (що є нагальною потребою для планування наземного бу-
дівництва), а й усієї товщі геологічного середовища [3]. Під типізацією геологічного се-
редовища слід розуміти виділення таких його зон, які характеризуються різними умовами 
протікання геологічних і техногенних процесів і мають різну здатність реагувати на ін-
женерно-господарське освоєння території, що розкривається специфікою взаємодії між гео-
логічним середовищем і штучними елементами (спорудами). Перспективним є застосу-
вання методу Монте—Карло, який доповнює прийняті комп’ютерні моделі для більш точної 
оцінки імовірнісної природи факторів впливу при типізації міських територій для підзем-
ного будівництва [4]. Проте методика типізації потребує ретельних інженерно-геологічних 
досліджень виділених територій (свердловинні й геофізичні методи), фінансове забезпе-
чення яких можливе лише при розробці конкретних проектів.

 Натомість для інвесторів дуже важливо мати попередню (навіть загальну) інформацію 
щодо очікуваних ризиків будівництва на різних ділянках міського підземного простору. 
Ефективною методологією для цих задач в умовах складних систем із наявністю багато-
факторних ризиків різної природи виступає системний аналіз. Застосування системного 
підходу знаходило різноманітні реалізації для планування поверхневої забудови великих 
міст, проте для підземної урбаністики не йшло далі загальної постановки завдань і аналізу 
методів досліджень [1, 5].

Перспективним для оцінки ризиків і ступеню придатності міських територій для осво-
єння підземного простору є застосування системного підходу в умовах невизначеностей та 
багатофакторних ризиків із залученням методу модифікованого морфологічного аналізу 
(МММА), який дозволяє оцінити ступінь (імовірність) і рівень ризику, тобто економічні 
втрати від реалізації несприятливих сценаріїв [6].

МММА передбачає залучення для оцінювання експертів, які можуть приймати рішен-
ня, базуючись на досвіді, інтуїції і відносно невеликій кількості наявної інформації про ді-
лянку. Метою роботи є розробка системного підходу, що формалізує і супроводжує процес 
прийняття рішення щодо використання ділянки будівництва, зменшує вірогідність помил-
ки через неврахування певних факторів або особливостей, надає інформацію для прийняття 
рішення у зручній формі таблиць, діаграм або графіків.

Побудова моделі в МММА має такі кроки:
визначення об’єктів (сутностей), яким відповідатимуть морфологічні таблиці, та зв’язків 

між ними;
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Таблиця 1. Морфологічна таблиця для ділянки будівництва

Параметр Альтернативи параметра

1. Рівень динамічного на-
вантаження 

1.1. Низький (46 …53 дБ)
1.2. Середній (53…73 дБ)
1.3. Підвищений (73…96 дБ)
1.4. Високий (більше 96 дБ)

2. Показник статично го 
навантаження від по верх-
невої забудови 

2.1. Незначний (Ксн < 1)
2.2. Помірний (1 < Ксн < 2)
2.3. Відносно високий (2 < Ксн < 3,5)
2.4. Високий (Ксн > 3,5)

3. Показник статичного 
навантаження оточуючо-
го ґрунтового масиву

3.1. Незначний (Кмас<0,05, МПа)
3.2. Помірний (0,05<Кмас<0,3, МПа)
3.3. Високий (0,3<Кмас < 0,5, МПа)
3.4. Вельми високий (Кмас > 5, МПа)

4. Вплив існуючих під-
земних об’єктів

4.1. Відсутній (відстань понад 50 м)
4.2. Незначний (відстань 20…50 м)
4.3 Впливовий (відстань 10…20 м)
4.4 Загрозливий (відстань ближче 10 м)

5. Генетичний тип та лі-
тологічний склад ґрунтів

5.1. Невивітрилі глини та піски середньої щільності
5.2. Техногенні відклади (намивні та насипні ущільнені різновиди)
5.3. Делювіальні глинисті ґрунти (водонасичені), обводнені надзаплавні піски
5.4. Просідні ґрунти, ґрунти з особливими властивостями (лес, торф, мул)

6. Розрахунковий опір 
грунту

6.1. Дуже міцні ґрунтові основи >300 кПа
6.2. Міцні 200…300 кПа
6.3. Ґрунти середньої міцності 150…200 кПа
6.4. Відносно міцні ґрунти <150 кПа

7. Вплив водоносних го-
ризонтів і верховодки

7.1. Водоносні горизонти у P…N1np

7.2. Глибина залягання ґрунтових вод >3 м, напірних >10 м
7.3. Глибина залягання ґрунтових вод <3 м, напірних <10 м
7.4. Наявні підтоплені ділянки з РГВ до 1м

8. Тип рельєфу і морфо-
метрія

8.1. Пласкі ділянки надзаплавних терас, моренно-льодовикові рівнини (нахил 
поверхні до 1°)
8.2. Слабко нахилені поверхні надзаплавних терас, ділянки вододілів (нахил 
поверхні 1…4°, щільність розчленованості рельєфу 0…2 км/км2)
8.3. Долини малих річок, слабко розчленовані схили, висока заплава (нахил 
поверхні 4…8°, щільність розчленованості рельєфу 2…3 км/км2)
8.4. Зсувонебезпечні ділянки схилів з активним розвитком ярів, провалів, низь ка 
заплава (нахил поверхні > 8°, щільність розчленованості рельєфу 3…4 км/км2)

9. Інженерно-геологічні 
про цеси

9.1. Відсутні
9.2. Процеси застабілізовані 
9.3. Прояв зсувних зміщень незначних об’ємів
9.4. Активний прояв просідання, підтоплення, гравітаційних процесів

10. Геотехнології будів ни ц-
тва підземних споруд

10.1. Відкриті
10.2. Підземні
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побудова морфологічних таблиць (МТ) для кожного з об’єктів;
оцінювання залежностей між параметрами морфологічних таблиць.
Після цього модель вважається побудованою і може бути використана для розрахун-

ку оцінок альтернатив параметрів конкретного об’єкта на основі введеної щодо нього екс-
пертної інформації.

Для даної задачі обрано двоетапну процедуру МММА, тобто використовуються дві МТ 
із причинним зв’язком між ними: перша описує земельну ділянку будівництва, друга — опи-
сує рішення щодо цієї території (геологічного середовища).

Для побудови МТ використовуємо класифікацію об’єкта за різними характеристика-
ми, які є релевантними відносно прийняття рішення. Кожний розріз класифікації стає па-
раметром МТ, а можливі значення або діапазони цього параметра – альтернативами цього 
параметра МТ. Потрібно зазначити, що таких параметрів може бути дуже велика кількість, 
що робить процедуру МММА занадто громіздкою для експертного оцінювання і розрахун-
ку. Тому деякі множини характеристик, які приблизно однаково впливають на результат, 
агреговані у окремі параметри. Остаточний вигляд МТ наведено у табл. 1.

Стисло розглянемо обрані параметри, метою яких є відображення з максимальною 
об’єктивністю впливу геологічного середовища і техногенних факторів на ризики підземно-
го будівництва та експлуатації підземних споруд. Параметри 1…4 та 6 характеризують за-
грози стійкості (надійності) підземної споруди й відображають впливи на неї динамічного 
навантаження (автомобільні траси, залізниця, метрополітен, промислові підприємства 
тощо); статичного навантаження поверхневої забудови з урахуванням щільності та висо-
тності будівель; навантаження від гірського тиску порід чи ґрунтів на оправу споруди; гео-
механічного збурення масиву близькістю інших підземних споруд та опірність ґрунту на-
вантаженням. Параметри 5, 7…9 характеризують властивості та процеси геологічного серед-
овища, які значною мірою впливають на вартість і швидкість спорудження виробок, умови 
безремонтної експлуатації підземних споруд та екологічну безпеку. Автори усвідомлюють 
можливі взаємовпливи прийнятих факторів в окремих позиціях, проте обидві групи факто-
рів є конче необхідними для аналізу й будуть однаковим чином стосуватись усіх досліджу-
ваних територій (ділянок будівництва). Прийняті діапазони факторів відповідають чоти-
рьом альтернативам сприятливості геологічного середовища освоєнню підземного просто-
ру: вельми сприятливе, сприятливе, недостатньо сприятливе та несприятливе. 

До другої МТ увійшли параметри рішення, яке доцільно приймати для ділянки, що роз-
глядається. Усього обрано 6 параметрів (табл. 2).

До загальних характеристик віднесено параметри А, В, С. Параметр А (придатність ді-
лянки) є інтегруючим, причому альтернатива А.1 (придатність ділянки) охоплює вельми 
сприятливе, сприятливе та недостатньо сприятливе геологічне середовище, а альтернатива 
А.2 (непридатність ділянки) – несприятливе середовище, пов’язане з високими значеннями 
факторів ризику (див. параметри D – F). Параметр В (масштаб об’єкта) характеризує типи 
підземних споруд, що проектуються, і відображує підземні об’єкти інженерної інфраструк-
тури міста, між іншим – каналізаційні колектори (альтернатива В.1), транспортні комуніка-
ції (альтернатива В.2), багатофункціональні підземні споруди камерного типу (альтернати-
ва В.3) та камери великих перерізів: підземні торгівельні комплекси, спортивні об’єкти, 
електростанції, виробничі підприємства тощо (альтернатива В.4). Оскільки в різних геоло-
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гічних середовищах ступінь сприятливості підземному будівництву значною мірою зале-
жить від масштабу підземної споруди, то для прийняття рішення щодо вибору об’єкта 
будівництва важливо враховувати альтернативи В. Глибина забудови (параметр С) пов’язана 
з функціональним призначенням споруди та прийнятою геобудівельною технологією і 
впливає на формування навантаження на кріплення (оправу) від гірського тиску, статич-
них і динамічних навантажень.

До ризиків підземного будівництва віднесені параметри D, E, F. Серед альтернатив 
факторів ризику виділено руйнування конструкцій і порушення функціональності та без-
пеки споруд (D.1), небезпечний вплив нових виробок на наземні та підземні об’єкти (D.2), 
ініціація зсувних явищ похилого рельєфу (D.3), підтоплення (D.4), екологічні ризики (D.5), 
транспортні проблеми (D.6), а також зростання вартості будівництва та експлуатації споруд 
(D.7). Ступінь ризику (параметр Е) вказує на імовірність реалізації небажаних подій (D.1…
D.7), а рівень ризику (параметр F) оцінює економічні втрати від реалізації небажаних по дій 
у відсотках від початкової вартості споруди Q.

Після визначення параметрів і альтернатив МТ встановлюється сила зв’язку між аль-
тернативами різних параметрів, якщо такий зв’язок є присутнім. Розрізняють зв’язки двох 
типів: взаємозалежність альтернатив (для параметрів однієї МТ) і вплив однієї альтернати-
ви на іншу (для параметрів із двох різних МТ). Зв’язки оцінювались за допомогою процедур 
експертного оцінювання для МММА, описаних в [6].

Вважається, що експерт при оцінюванні об’єкта дає незалежне значення для ймовірнос-
ті альтернативи параметра, яке не враховує вплив інших альтернатив. Однак альтернативи 

Таблиця 2. Морфологічна таблиця рішення щодо ділянки будівництва

Загальна характеристика

A. Придатність ділянки B. Масштаб об’єкту C. Глибина забудови

A.1. Придатна B.1. Площа перерізу до 10 м2 C.1. 0…10 м
A.2. Непридатна B.2. Площа перерізу до 35 м2 C.2. 10…20 м

B.3. Площа перерізу до 70 м2 C.3. 20…50 м
B.4. Площа перерізу до і більше 70 м2 C.4. глибше 50 м

Ризики для забудови

D. Фактор ризику E. Ступінь ризику F. Рівень ризику

D.1. Відмова конструкцій, порушення функціональності та 
безпеки підземних споруд

E.1. <3 % F.1. 0,1…5 % Q

D.2. Небезпечний вплив на поверхневі чи сусідні підземні 
об’єкти

E.2. 3…10 % F.2. 5…20 % Q

D.3. Ініціація зсувних явищ E.3. 10…20 % F.3. 20…50 %Q
D.4. Підтоплення E.4. 20…50 % F.4. >50 % Q
D.5. Екологічні ризики E.5. >50 %
D.6. Транспортні проблеми
D.7. Зростання вартості будівництва та експлуатації споруд
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можуть бути певним чином пов’язані і тоді такі комбінації альтернатив будуть більш або 
менш ймовірними при розгляді конфігурацій об’єкта в цілому. У відповідності до процедур 
МММА оцінка сили взаємозв’язку 

1 1 2 2
[ 1;1]i j i jc ∈ − , де значення “–1” означає несумісність 

альтернатив 1

1

( )i
ja  і 2

2

( )i
ja , “0” — незалежність цих альтернатив, “1” — їх взаємопов’язаність. 

Проміжні значення означають часткове збільшення або зменшення ймовірності потраплян-
ня обох альтернатив в одну конфігурацію.

Варто зазначити, що не всі параметри МТ прямо впливають один на одного. Питання 
щодо тих параметрів, між якими очевидно відсутній зв’язок, не ставилися для зменшення 
навантаження на експерта.

Маючи оцінену матрицю взаємозв’язків для морфологічної таблиці і вхідні дані у ви-
гляді оцінок незалежної ймовірності альтернатив МТ від експерта, можна оцінити як ймо-
вірності альтернатив з урахуванням взаємозв’язків між ними, так і ймовірності всіх можли-
вих конфігурацій МТ першого етапу, і таким чином отримати формалізований опис ділянки 
у вигляді вірогідності реалізації рівнів кожного з факторів.

Далі було оцінено вплив параметрів МТ першого етапу (див. табл. 1) на параметри МТ 
другого етапу (див. табл. 2). Аналогічно до побудови матриці взаємозв’язків, при оціню-
ванні цього впливу використовувалась оцінка 

1 1 2 2
[ 1;1]i j i jc ∈ − , де значення “–1” означає 

неможливість вибору або неефективність альтернативи 2

2

( )i
ja  МТ другого етапу при появі 

альтернативи 1

1

( )i
ja  МТ першого етапу, “0” — незалежність оцінки 2

2

( )i
ja  від появи 1

1

( )i
ja , 

“1” — гарантованість вибору або найбільшу ефективність 2

2

( )i
ja  при появі 1

1

( )i
ja . Відповіді 

були отримані за допомогою опитувальних форм, переведені у числову форму і занесені в 
матрицю зв’язків.

Використовуючи ймовірності конфігурацій МТ першого етапу, обчислені на попере-
дньому кроці, і оцінки сили зв’язку між альтернативами МТ першого і другого етапів, роз-
раховуються оцінки альтернатив МТ другого етапу (див. табл. 2). Ці оцінки містять ін-
формацію про ваги відповідних альтернатив параметрів рішення щодо ділянки, в тому числі 
ризиків, пов’язаних із будівництвом. При цьому враховується невизначеність інформації 
щодо самої ділянки, оскільки розглядаються всі можливі її конфігурації із відповідними 
ймовірностями.

За допомогою створеної моделі, використовуючи двоетапну процедуру МММА, мож на 
оцінювати ризики для різних ділянок підземного будівництва. Вхідними даними для такої 
задачі є експертна думка щодо ймовірностей альтернатив першої МТ (див. табл. 1), тобто 
характеристик ділянки. Способи отримання цієї інформації від експерта описані в [6]. 
Загалом, процедура розрахунку ваг кожної з альтернатив МТ другого етапу складається з 
таких основних кроків:

отримання інформації від експерта за допомогою опитувальної форми;
переведення відповідей експерта у числову форму і розрахунок оцінок альтернатив пер-

шої МТ з урахуванням взаємозалежностей між ними;
розрахунок оцінок другої МТ на основі множини можливих конфігурацій першої МТ і 

матриці зв’язків.
Таким чином, основою системного підходу до освоєння підземного простору, аналізу 

ризиків ділянок міського підземного будівництва обрано модифікований метод морфоло-
гічного аналізу, який добре зарекомендував себе у моделюванні проблем, об’єкти яких мо-
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жуть мати велику кількість альтернативних конфігурацій за рахунок комбінування різних 
значень параметрів. Він дозволяє, спираючись на виділені групи геологічних і техногенних 
факторів, розглянути низку рішень і груп ризиків для оцінки доцільності розвитку під-
земної урбаністики на розглянутих ділянках. Застосована методика вперше дозволяє оціни-
ти різноманітні типи ризиків, імовірність реалізації негативних сценаріїв та додаткові ви-
трати, з ними пов’язані, ще на передпроектній стадії спорудження підземних об’єктів. Це дає 
в руки інвесторів та міських державних адміністрацій ефективний інструмент управління 
ризиками та інвестиціями при освоєнні підземного простору мегаполісів. 

Представлені результати отримані в рамах науково-дослідного проекту МОН Ук раї-
ни № 0117U002414 “Розвиток підземної урбаністики як системи освоєння георесурсів ве-
ликих міст”.
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Системний підхід до освоєння підземного простору мегаполісів в умовах невизначеностей...
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СИСТЕМНЫЙ ПОДХОД К ОСВОЕНИЮ ПОДЗЕМНОГО 
ПРОСТРАНСТВА МЕГАПОЛИСОВ В УСЛОВИЯХ 
НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ И МНОГОФАКТОРНЫХ РИСКОВ

Представлен системный подход к освоению подземного пространства, формализующий процесс оценки 
неопределенностей и многофакторных рисков и принятия решения о целесообразности использования 
территории (геологической среды) для городского подземного строительства. Разработана морфологи-
ческая модель оценки участков строительства подземных объектов, созданы морфологические таблицы, 
обоснованы альтернативы состояний и шкалы экспертных оценок, построены матрицы взаимосвязей фак-
торов влияния и альтернатив параметров.

Ключевые слова: городское подземное строительство, геологическая среда, оценка рисков, принятие реше-
ний, метод морфологического анализа.
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A SYSTEM APPROACH TO DEVELOPING 
THE UNDERGROUND SPACE OF METROPOLISES UNDER 
CONDITIONS OF UNCERTAINTY AND MULTIFACTOR RISKS

A system approach to developing the underground space that formalizes the evaluation of uncertainty and mul-
tifactor risks and the decision-making regarding the suitability of a location (geological environment) for the 
urban underground construction is presented. A morphological model for evaluating the construction sites of 
underground objects is constructed, morphological tables are created, the parameter alternatives are justified, 
and the cross-consistency matrices for impact factors and parameter alternatives are estimated.

Keywords: urban underground construction, geological environment, risk estimation, decision-making, morpholo-
gical analysis method.
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1. On Post Quantum and Multivariate Cryptography, public key schemes approach. Post 
Quantum Cryptography (PQC) serves for the research of asymmetric cryptographic algorithms, 
which can be potentially resistant against attacks based on the use of a quantum computer. 
Multivariate cryptography is one of the oldest directions of PQC. It uses, as security tools, a non-
linear polynomial transformations f of kind:

x1 → f1(x1, x2, …, xn), x2 → f2(x1, x2, …, xn), ..., xn → fn(x1, x2, …, xn)

acting on the affine space Kn, where fi, i = 1, 2, ..., n, from K[x1, x2, …, xk] are multivariate polyno-
mials given in a standard form, i. e. via a list of monomials in a chosen order (see [1]).

The most popular form is the usage of a very special map f in a public key mode. It means the 
key holder Alice has some initial data D, which allow her to solve the equation f(x) = b, where b 
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Multivariate cryptosystems are divided into public rules, for which tools of encryption are open for users and systems 
of the El Gamal type, for which the encryption function is not given in public, and, for its generation, the opponent 
has to solve a discrete logarithm problem in the affine Cremona group. Infinite families of transformations of a free 
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are called stable families of transformations. Such families are needed for practical implementations of multiva-
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and x are known and unknown elements of the free module Kn, but a public user Bob has only f 
given publicly in its standard form. Asymmetry means that Alice has tools for the encryption and 
decryption, but Bob has only an encryption procedure.

Public knowledge on f = fn (allows the adversary to create as many pairs of kind plaintext 
p-ciphertext c = f(p) as he/she wants. It makes the problem of practical design of such a crypto-
system to be a difficult task. First examples were based on families of quadratical bijective trans-
formations fn (see [1—3]), such choice implies a rather fast encryption process.

In [4], the idea of a multivariate Diffie—Hellman (DH) protocol was modified in various 
ways. It uses recent constructions of large families of stable subsemigroups of small degree in 
affine Cremona semigroups containing large cyclic semigroups.

In Section 2, we introduce new cryptographical protocols with the usage of the concept of a 
tame homomorphism of stable semigroups of affine transformations (homomorphic map, which 
is computable in polynomial time). The idea to exploit the complexity of word problem for the 
Cremona semigroup about the decomposition of a given polynomial transformation g from the 
semigroup into given generators is presented in Section 3.

The multivariate nature of collision maps allows us to use these algorithms for the safe ex-
change of multivariate transformations. Various deformation rules can be used for this purpose 
(see Section 4). Correspondents may use a family of invertible generators gn. Assume that one of 
them can generate the inverse of gn. Then the symbolic El Gamal type tahoma algorithms can be 
used by correspondents. They can use the inverse protocol to elaborate pairs of mutually invertible 
transformations. So, they can conduct the information exchange protected via the complexity of 
some difficult problem. Section 5 introduces the inverse of the group enveloped symbolic Diffie—
Hellman algorithm described in [4, 5].

The last section is devoted to the implementation of the algorithm of Section 3 via symbolic 
walks on graphs A(n, K) (see [6, 7]).

In all realizations of algorithms, we use stable subsemigroups S of the affine Cremona se-
migroup S(Kn) generated by special symbolic automata defined in terms of special algebraic 
graphs. The method of generation allows us to construct, for each bijective transformation of S, its 
inverse element. In fact, we use linguistic graphs defined in [8]. They are bipartite graphs with 
a special coloring of vertices such that, for each vertex, there is a unique neighbor of the selected 
color. We did not use the terminology and general technique of symbolic walks on linguistic 
graphs. In fact, for each family of graphs considered in the paper, an algorithm of generation of the 
corresponding stable semigroup was given in independent way.

2. Tame families and concept of stability. Let us consider basic algebraic objects of 
multiva riate cryptography, which are important for the choice of appropriate pairs of maps f, 
f –1 in both cases of public key approach or idea of asymmetric algorithms with protected en-
cryption rules.

Let us consider the totality SFn(K) of all rules f of kind:

x1 → f1(x1, x2, …, xn), x2 → f2(x1, x2, …, xn), ..., xn → fn(x1, x2, …, xn)

acting on the affine space Kn, where fi, i = 1, 2, …, n, for the given parameter n and a chosen com-
mutative ring K with the natural operation of composition. We refer to this semigroup as a semi-
group of formal transformations SFn(K) of free module Kn. In fact, it is a totality of all endo-
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morphisms of the ring K[x1, x2, …, xk] with the operation of their superposition. Each rule f from 
SFn(K) induces a transformation t(f), which sends the tuple (p1, p2, …, pn) into (f1(p1, p2, …, pn), 
f2(p, p2, …, pn), …, fn(p1, p2, …, pn)). The affine Cremona semigroup C(Kn) is a totality of all trans-
formations of kind t(f). The canonical homomorphism t: → t(f) maps the infinite semigroup 
SFn(K) onto a finite semigroup S(Kn) in the case of finite commutative ring K.

We refer to the pair (f, f ′) of elements SFn(K) such that ff ′and f ′f are two copies of the iden-
tical rule xi → xi, i = 1, 2, ..., n, as a pair of invertible elements. If (f, f ′) is such a pair, then the 
product t(f)}t(f ′) is an identity map. Let us consider the subgroup CFn(K) of all CFn(K)-inver-
ti ble elements of SFn(K) (group of formal maps). It means f is an element of CFn(K) if and only if 
there is f ′ such that ff ′ and f ′f are identity maps. It is clear that the image of a restriction of t on 
CFn(K) is the affine Cremona group Cn(K) of all transformations of Kn onto Kn, for which there 
exists a polynomial inverse.

We say that a family, of subsemigroups Sn of SFn(K) (or S(Kn) is stable of degree d, if the 
maximal degree of elements from Sn is an independent constant d, d > 2. If K is a finite commuta-
tive ring, then stable semigroup has to be a finite set. The brief observation of the known families 
of stable groups can be found in [4, 5] (see also [9—12]).

Let fn from SFn(K) be a family of nonlinear maps of degree bounded by constant d. We say
that fn form a tame family, if there is a family gn from SFn(K) of degree bounded by constant d′ such 
that fn gn = gn fn are identity maps. Let T1 and T2 be two elements from the group AGLn (K) of all 
affine bijective transformations, i. e., elements of the affine Cremona group of degree 1. Then we 
refer to f ′n = T1 fnT2 as linear deformation of fn. Obviously, f ′n is also a tame family of transforma-
tions, and the degrees of maps from this family are also bounded by d. The degrees of inverses of 
f ′n are bounded by d ′. Let Gn < SFn(K) be a stable family of subgroups of degree d, d . 2. Then the 
nonlinear representatives fn of Gn form a tame family of maps.

3. On the concept of tame homomorphism and related algorithms. Let G = Gn be a family of 
stable subsemigroups of SFn(K) (or S(Kn)), and let L = Lm, where m depends on n, be a family of 
stable subsemigroups of SFm(R) (or S(Rm)), where K and R are commutative rings. There are tame 
homomorphisms φ = φn from G into L, i. e. the value of φ at each point g from Gn is computable in 
polynomial time from n. Let us assume that there are semigroups B = Bn < Gn given by their ge-
nerators b1, b2, …, br. Let us assume that Alice has families of tame transformations π1 of Kn and of 
π2 of Rm. We assume that these data are known to Alice. She forms (ai = π1biπ1

–1, a ′i = π2φ(bi)π2
–1), 

i = 1, 2, ..., r and sends them to Bob. The elements of these pairs are given in their standard forms 
for representatives of SFn(K) or SFm(R).

3.1. Key exchange protocol. The list of pairs known for Bob defines a homomorphism Δ be-
tween the subsemigroups A = 〈a1, a2, ..., ar〉 and A′  = 〈a′1, a′2, , ..., a′r〉 given by its values on genera-
tors Δ (ai) = Δ (a′i) for i = 1, 2, ..., r. Bob forms a via his choice of word 1 2

1 2
( ) ( )  ( ) t

t
kk k

i i ia a a…  in 
the alphabet of generators of A such that ais

 ≠ ais+1
 for s = 1, 2, ..., t–1. He sends a to Alice and keeps 

1 2
1 2

( ) ( ) ( ) ( ) t
t

kk k
i i ia a aa a ′ ′ ′′Δ = = …  as a collision element.

Alice knows the tame homomorphism φ and easily computes a′ as π2 φ(π1
–1aπ1)π2

–1.
Complexity remark. The adversary has to solve the word problem for the subsemigroup A, i. e., 

find the decomposition of a from A into generators a1, i = 1, 2, ..., t. The general algorithm to sol-
ve this problem in polynomial time in the variable n is unknown, as well as a procedure to get its 
solution in terms of quantum computations.
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Remark 1. The condition of stability for the semigroups G and L and the usage of the tame 
transformations π1 and π2 allow us to estimate degrees of a and a collision map. If the maximal 
degrees of π1(n) and π1

–1(n) are l1 and l ′1, the degrees of π1(n) and π1
–1(n) are bounded by l2 and l2, 

and the stable groups G and L are of degrees d and d′, then the degrees of a and Δ(a) are boun-
ded by l1l ′1d and l2l ′2d ′.

Remark 2. One can use other natural conditions on π1 and π2. Let us assume that G < G1 and 
L < G2, where Gi are stable families of subsemigroups of degree t1, t1 - d and, t2 t2 - d′, respec-
tively. Let us consider normalizers N1 and N2 of G1 and G2 in the affine Cremona semigroups S(Kn) 
and S(Rm). It means that N1 and N2 are the totalities of transformations π from C(Kn) and C(Rm) 
such that πiGiπi

–1, i = 1, 2, coincide with G1 and G2. We can take π1 of kind T1n1 and π2 of kind T2n2, 
where π1 of kind ni are elements of Ni, i = 1, 2, transformations T1 and T2 are elements of groups 
AGLn(K) and AGLm(R) Then the degrees of a and Δ(a) are restricted by t1 and t2.

Note that, in the case G = G1, L = G2, the degrees of a and Δ(a) are bounded by d and d′. We 
refer to the presented above algorithm as the tahoma word protocol. The term tahoma (name of 
shrift for word processing) stands for a tame homomorphism.

The protocol exploits the complexity of the word problem for a semigroup of polynomial trans-
formation of a free module. In the case considered in Remark 2, we use the term stable tahoma 
word protocol.

3.2. Inverse tahoma word protocol. Let us modify protocol 3.1 in the case of invertible ele-
ments φ(ai) with an assumption that their inverses are known to Alice. Instead of pairs (ai, a ′i), 
Alice forms (ai′, a*i), where a*i = (a ′i)

–1, i = 1, 2, ..., r. Assume Bob gets the list of such pairs 
from Alice. Note that A′ is a group 〈a*i | i = 1, 2, ..., r〉. So, Bob is able to compute the antiisomor-
phism δ sending z from A into φ(z)–1, because he knows the values of δ on generators. Like in 
the previous protocol, Bob forms a via his choice of word 1 2

1 2
( ) ( )  ( ) t

t
kk k

i i ia a a…
 
in the alphabet 

of generators of A such that 
1

( ) ( )
s si ia a

+
≠  for s = 1, 2, ..., t—1 and sends a to Alice. Now he keeps 

1 2 1
1 2 1

* * * *( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t
t t

k k k k
i i i iaa a a a−

−
δ =  as an element of the collision pair. Alice computes her part of 

collision pair e = δ(a)–1 as π2φ(π1
–1aπ1)π2

–1.
3.3. Inverse tahoma cryptosystem. Both above-written protocols exploit the complexity of 

finding the decomposition of a into a product of given generating transformations. In the case 
of 3.2, Alice and Bob can securely communicate, because they are able to use mutually inverse 
transformations e and e–1 as encryption tools. Alice writes her message p and sends e(p) to Bob, 
who decrypts via the usage of δ(a). Bob can encrypt with δ(a) and Alice decrypts with e.

Remark 3. In the case where the transformation e = em of a free module Rm forms a stable 
family of degree d′, the adversary has to intercept O(md′

) messages and conduct costly the li-
nearization attack to restore e and δ(a). So, the correspondents can safely exchange O(md′–1) 
messages. Note that, at any moment, Alice and Bob can start a new session of the inverse tahoma 
word protocol.

A different usage of homomorphisms of a subsemigroup of the Cremona semigroup in the 
cryptosystem was considered in [13, 14].

4. On the safe exchange of symbolic transformations. The symbolic nature of the collision 
map can be used for a task that differs from the exchange of keys. We refer to it as the usage of DH 
deformation symbolic rules.
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Let Alice have a free module Kn over a commutative ring K. She has a subset Ω of Kn and a 
polynomial map f: Kn → Kn such restriction of f|Ω is an injective map from Ω onto f(Ω) = Γ. 
Additionally, Alice has an algorithm to solve, in polynomial time, the equation x = b with respect 
to the unknown x from Ω and b from Ω.

Alice and Bob use the tahoma word protocol or symbolic Diffie—Hellman protocol to ela-
borate the collision map g acting on Kn. After this step, Alice sends Ω and the transformation 
h = f + g to Bob.

Now Bob can get f as h—g. He writes a plaintext p from Ω and sends the ciphertext c = f(x). 
Alice uses her data for the decryption.

Remark 4. Note that a new algorithm is still asymmetric because Bob can encrypt, but not 
decrypt. The encryption rule is known a to trusted customer (Bob) but the adversary has no ac-
cess to it. In fact, such access is protected by the word problem in a semigroup of transformations 
of Kn or the discrete logarithm problem in the corresponding affine Cremona semigroup.

Other deformations. Alice and Bob agree (via the open channel) on a deformation rule D(f) 
for a multivatiate rule f from the affine Cremona semigroup. For example, it can be the multipli-
cation, i. e. f is the rule xi → fi(x1, x2, …, xn) , i = 1, 2, ..., n, and g is the rule xi → gi (x1, x2, …, xn), 
i = 1, 2, ..., n, and Alice sends a tuple of polynomials fi gi, i = 1, 2, ..., n. Bob uses the division to re-
store f. Instead of the addition deformation rule (sending xi → fn(x1, x2, …, xn) + gn(x1, x2, …, xn), 
i = 1, 2, ..., n), Alice can use a deformation with adding an element K[x1, x2, …, xk]n obtained from 
g via the usage of an s-time conducted derivation δs, where δ = d/dx1 + d/dx2 + ... + d/dxn

 
(rule xi → fn(x1, x2, …, xn) + δsgn(x1, x2, …, xn), i = 1, 2, ..., n). The last deformation is interesting, 
because, in many cases, we can achieve the equality of degrees for f and D(f). It is easy to con-
tinue this list of possible deformation rules.

Remark 5. Let us assume that Ω = Kn. So, f = fn is a bijection. Assume that the degrees of non-
linear maps fn are bounded by constant d. Let us assume that the adversary has option to inter-
cept some pairs plaintext-ciphertext (leakage from Bob’s data). In the case of interception of 
O(nd), the adversary has chance for a successful linearization attack and get the map f. For exam-
ple, if d = 3, then the linearization attack cost is O(n10). After that, the adversary has to find the 
inverse function for f like in the case of multivariate public key.

To prevent “transition to knowledge” of an encryption multivariate map, Alice (or Bob) can 
arrange a new session with the protocol and a transmission of a new deformed encryption rule, for 
which secret data for the decryption are known.

Remark 6. The technique of linearization attacks on nonbijective maps or maps fn of unbound-
ed degree and a low density is not developed yet.

5. On the inverse version of the group enveloped symbolic Diffie—Hellman key exchange 
protocol. Let G = Gn be a family of stable subsemigroups of SFn(K) (or S(Kn)) and L = Lm, where 
m depends on n, be a family of stable subsemigroups of SFm(R) (or S(Rm)), where K and R are 
commutative rings. There is a tame homomorphism φ = φn from G into L, i. e., the value of φ at each 
point g from Gn is computable in polynomial time from n. Let us assume that there are subgroups 
A = Am < Lm and B = Bn < Gn such that φ(b)a = aφ(b) for all elements a from A, b from B. Assume 
that two families of tame transformations π = π(n) and μ = μ(m) are chosen.

We assume that these data are known to Alice. She forms pairs (ci = π bi π
–1, ci

–1 = π bi
–1π–1) 

and (di = μφ(bi)μ–1, di
–1 = μφ(bi

–1)μ–1), i = 1, 2, ..., r, where elements bi are from Bn, and they, in-
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verses, and images are given in their standard form SFn(K) or SFm(R). She sends them to Bob. 
Let Δ be a homomorphism from 〈c1, c2, …, cr〉 to  〈d1, d2, …, dr〉 sending ci to di.

We present briefly the protocol of symbolic computations introduced in [4] and define its 
inverse version. We refer to this protocol as the group enveloped Diffie—Hellman scheme and 
inverse group enveloped Diffie—Hellman scheme.

5.1. Protocol. Alice takes a positive integer kA and a, a–1 from Am and g′ from the semigroup 
G. She computes gA = μaφ(g′)a–1μ–1 and sends to Bob g = πg′π–1 together with gA.

Bob chooses a positive integer kB and an element c from Rm in 〈c1, c2, …, cr〉 (via the choice of a 
word in the alphabet c1, c2, …, cr. He computes gB = cg tc–1 with t = kB in standard form for elements 
of SFn(K) and sends it to Alice.

Bob computes a map Δ(c) gA
t Δ (c–1), because he knows the decomposition of c and c–1 into 

their generators and keeps it as the collision map. 
Alice computes the collision map as μaφ(π–1gB

sπ)a–1μ–1 with s = kA.
Remark 7. The adversary has to consider the group C′ = 〈 ci | i = 1, 2, ..., r〉 and solve the group 

enveloped discrete logarithm problem, i. e., to solve yg xy–1 = gB, where x is the unknown integer 
parameter and y from C ′ (possibly, via solving the decomposition problem of gB into semigroup 
generators c1, c2, …, cr, g (decomposition of elements into Cremona semigroup generators, the 
word problem in affine Cremona semigroup).

5.2. Inverse protocol. Let us assume that Alice can generate g′ such that φ(g′) is invertible 
and the inverse φ(g′)–1 is computable for her.

As in the previous algorithm, Alice takes a positive integer kA, elements a, a–1 from Am, and g′ 
from the semigroup G. Now, she computes z = φ(g′)–1 and gA = μaza–1μ–1 and sends to Bob g = πg′π–1 
together with gA.

As in the previous algorithm, Bob chooses a positive integer kB and an element c from in 
〈c1, c2, …, cr〉 via the choice of a word in the alphabet of generators. He computes gB = cg tc–1 with 
t = kB in standard form of SFn(K) and sends it to Alice.

Bob computes a map e = Δ(c)(gA )
tΔ(c)–1, t = kB, because he knows the decomposition of c 

and c–1 into their generators and keeps e as his outcome of a collision.
Alice computes the map e–1 as μa φ(π–1(gB)sπ)a–1μ–1, s = kA.
5.3. Inverse group enveloped cryptosystem. Alice and Bob can communicate, because they 

have mutually inverse transformations e–1 and e.
1) Alice writes her message p and sends e–1(p) to Bob, who decrypts via the usage of e.
2) Bob can encrypt with e, and Alice decrypts with e–1.
Algorithm (5.3) was introduced in [4] as a desynchronized symbolic El Gamal algorithm.
6. Stable groups of cubical maps and a protocol based on the Cremona word problem. The 

following family of stable groups was considered in [4]. Let K be a commutative ring. We define 
A(n, K) as a bipartite graph with the point set P = Kn and a line set L = Kn (two copies of a Cartesian 
power of K are used). We will use brackets and parentheses to distinguish tuples from P and L. So, 
(p) = (p1, p2, …, pn) ∈ Pn and [l] = [l1, l2, …, ln] ∈ Ln. The incidence relation I = A(n, K) (or cor-
responding bipartite graph I) is given by the condition p I l if and only if the equations of the 
following kind hold:

p2—l2 = l1p1, p3—l3 = p1 l2, p4—l4 = l1p3, p5—l3 = p1l4, …,



32 ISSN 1025-6415. Dopov. Nac. akad. nauk Ukr. 2018. № 10

V.A. Ustimenko

pn—ln = p1 ln–1 for odd n,

pn—ln = l1pn–1 for even n.

Let us consider the case of finite commutative ring K, |K| = m. As it instantly follows from the 
definition, the order of our bipartite graph A(n, K) is 2mn. The graph is m-regular. In fact, the 
neighbour of a given point p is given by the above equations, where the parameters p1, p2, …, pn are 
fixed elements of the ring, and the symbols l1, l2, …, ln are variables. It is easy to see that the value 
for l1 could be freely chosen. This choice uniformly establishes the values for l2, l3, …, ln. So, each 
point has precisely m neighbors. In a similar way, we observe the neighborhood of the line, which 
also contains m neighbors. We introduce the color ρ(p) of a point p and the color ρ(l) of a line l as 
parameters p1 and l1 respectively.

Graphs A(n, K) with coloring ρ belong to the class of Γ linguistic graphs considered in [8] 
(see also [15], which observes cryptographical applications of linguistic graphs). The linguistic 
graph Γ defined over a commutative ring K is a bipartite graph with partition sets Kn and Km that 
have color set L = K s and L = Kr, respectively. The projection ρ of a point x = (x1, x2, …, xn), or line 
y = [y1, y2, …, ym], on the tuple of their first s and r coordinates respectively, defines the colors 
of vertices. Each vertex has a unique neighbor with selected color. So, n + r = m + s. The incidence 
of linguistic graphs is given by a system of polynomial equations over the ring K.

In the case of a linguistic graph Γ with s = r = 1, the path consisting of its vertices v0, v1, 
v2, …, vk is uniquely defined by the initial vertex v0, and colours ρ(vi,), i = 1, 2, ..., k of other vertices 
from the path. So, the following symbolic computation can be defined. Take the symbolic point 
x = (x1, x2, …, xn), where xi are variables and the symbolic key, which is a string of polynomials 
f1, f2, ..., fk, from K[x1]. Form the path of vertices v0 = x, v1 such that v1Iv0 and ρ(v1) = f1(x1), v2 
such that v2Iv1 and ρ(v2) = f2(x1), ..., vk such that vkIvk–1 and ρ(vk) = fk(x1).

We use term symbolic point-to-point computation in the case of even k and talk about sym-
bolic point-to-line computation in the case of odd k. We note that the computation C of each 
coordinate of vi via the variables x1, x2, …, xn and polynomials f1, f2, ..., fk needs only arithme-
tical operations of addition and multiplication. As it follows from the definition of linguistic 
graph the final vertex vk (point or line) has coordinates (h1(x1), h2(x1, x2), h3(x1, x2, x3), ..., hn(x1, 
x2 ,…, xn)), where h1(x1) = fk(x1). Let us consider the map H = η(C): xi → hi(x1, x2, …, xn), i = 1, 
2, ..., n, which corresponds to the computation C. Assume that the equation b = fk(x1) has exa-
ctly one solution. Then the map H : xi → hi(x1, x2, …, xn), i = 1, 2, ..., n, is a bijective transforma-
tion. In the case of finite parameter k and finite densities of fi(x1), i = 1, 2, ..., n, the map H also 
has finite density. If all parameters deg(fi(x1)) are finite, then the map H has a linear degree in 
the variable n. Let us consider the totality ∑ = ∑(n, K) of point-to-point computations C with 
the symbolic key of kind fi(x1) = x1 + ai, i = 1, 2, ..., t, where the parameter t is even. In case of a 
linguistic graph with r = s = 1, we identify a computation C with the corresponding string (a1, 
a2, …, at). We assume that the empty string is also an element of ∑. The natural product of two 
strings given by tuples C1 = (a1, a2, …, at) and C2 = (b1, b2, …, bm) is a string C = C1 ◦ C2 = (a1, 
a2, …, at, b1 + at, b2 + at, …, bm + at). This product transforms ∑ to a semigroup. The map η' send-
ing C to η(C) is a homomorphism of ∑ into the affine Cremona group C(Kn). In the case of lin-
guistic graphs A(n, K), we can prove that the totality G(n, K) = η′(∑(n, K)) is a stable subgroup 
of degree 3 (see [5]).



33ISSN 1025-6415. Допов. Нац. акад. наук Укр. 2018. № 10

On new symbolic key exchange protocols and cryptosystems based on a hidden tame homomorphism

We assume that a0 = 0 and say that a transformation η(C) is irreducible, if ai ≠ ai+2, i = 1, 
2, ..., t—2. If a1 ≠ at–1, and a2 ≠ at, we say that the irreducible computation C and the corresponding 
transformation η(C) are standard elements.

We have a natural homomorphism G(n + 1, K) onto G(n, K) induced by the homomorphism 
Δ from A(n + 1, K) onto A(n, K) sending a point (x1, x2, …, xn , xn + 1) to (x1, x2, …, xn) and a line 
[x1, x2, …, xn, xn + 1] to [x1, x2, …, xn]. It means that there is the well-defined projective limit A(K) 
of graphs A(n, K) and groups G(K) of groups G(n, K), when n is growing to infinity. As stated in 
[6] in the case of K = Fq, q > 2, the infinite graph A(Fq) is a tree.

It means that the group G(Fq) is a group of walks of even length on a q regular tree starting 
at the zero point with natural addition of them. A standard computation C defines a transfor-
mation η(C) in each group G(n, K), n . 2 and G(K). An irreducible transformation η(C) from 
G(K) has an infinite order.

Some examples of a tame homomorphism were considered in [4]. We are going to use the 
family of maps introduced below.

Let Δn, m,, n > m be a canonical homomorphism of A(n, K) onto A(m, K) corresponding to 
the procedure of deleting of the coordinates with indices m + 1, m + 2, …, n. This map defines 
the canonical homomorphism μ(n, m) of the group G(n, K) onto G(m, K).

Let R and K be finite extensions of a finite ring Q. Let us consider the diagram S(Rm) > 
> G(m, R) > G(m, Q) ← G(n, Q) < G(n, K) < S(Kn) with extreme nodes S(Rm) and S(Kn), where 
n > m, and the arrow corresponds to a canonical homomorphism μ = μ(n, m), n > m. Alice is going 
to use the stable tahoma word protocol with G = G(n, Q), G1 = G(n, K), L = G(m, K), L1 = G(m, R) 
(see Remark 2).

She can use the subgroups H1 = G1 and H2 = L1 of invertible elements instead of the whole 
normalizers N1 = N(G1) of a subgroup G1 in the affine Cremona group S(Kn), and N2 = N(L1) of 
subgroup in the Cremona group S(Rm). She also works with the affine subgroups AGLn(K) and 
AGLm(R).

Alice forms π1 = T1n1, where T1 ∈ AGL1n(K), n1 ∈ H1, and π2 = T2n2, where T2 ∈ AGL1m(R), 
n2 ∈ H2. She takes a subgroup, where G1 pt = π1Gπ1

–1, L′ = π2L π2
–1, and a homomorphism μ′ : x →

→ π2(μ (π1xπ1
–1))π2

–1 between these semigroups. Alice will work with G ′, L′ and μ′ instead of G, 
L, μ. The map μ′ is tame for her, because she knows the decomposition of μ′ into the conjugation 
with π2, μ and the conjugation with π1.

6.1. Example of the stable tahoma word protocol. Alice takes a subgroup B of G′ given 
by the generators b1, b2, …, br and sends these generators to Bob together with a string μ′(bi), i = 1, 
2, ..., r. So, Bob knows just the restriction of μ′ on B given by its values on generators. He does 
not know the triple G′, L′ and μ′ with its decomposition into 3 maps. So, Bob selects a1, a2, …, as, 
where ai are elements of the alphabet {b1, b2, …, br}. He computes the composition b of selected 
powers of a transformation ai from S(Kn) and sends the standard form of b to Alice. He keeps a 
composition b′ of elements μ′(ai) according to the selected order. Alice gets b′ as μ′(b).

6.2. General complexity estimates for the cryptosystem in the case K = R = Q. Let us 
assume that Alice is going to use the homomorphism between A(n, K) and A(m, K) for m < n 
and m = O(n). We will count the number of arithmetical operations of the commutative ring K, 
which she needs to generate an element of g = G(n, K), which corresponds to the symbolic com-
putation with the key of length O(1).
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Counting steps of the recurrent process of creation g via the symbolic automaton gives us 
O(n) operations. Alice chooses affine transformations T and T –1. The computation T –1 costs O(n2) 
elementary operations. This means that Alice can create T–gT –1 for O(n5) operations. Alice forms 
elements b1, b2, …, br from G(n, K) together with their inverses and homomorphic images μ′(bi), 
i = 1, 2, ..., r, from G(m, K) in time O(n). She takes T– and T–1 from AGLn(K) and forms ai = T–biT –1 
and a′

i = T(bi
–1)T –1 in time O(n5).

Bob receives the list of pairs ai, a′i, i = 1, 2, ..., r. He computes a chosen word of the kind 
a = ai1

k1ai2
k2..., ait

kt for the chosen finite parameter t and integers ki, i = 1, 2, ..., t, in time O(n13) ope-
rations and sends it to Alice. Bob writes his message p = (p1, p2, ..., pm). To form the ciphertext, 
he applies the transformation 

tia′  with multiplicity kt, tia′  with multiplicity kt-1, ..., 
1tia
−
′  with mul-

tiplicity k1 to p and forms the ciphertext c. It takes him O(n3) elementary operations. Alice com-
putes a cubical b = aT with O(n4) operations. After she gets d = T –1 b in time O(n4). Alice easily 
gets μ(d) and computes e = T1 d and f = eT1

–1. She computes p as f(c). The last step costs her O(n3) 
elementary ring operations.

6.3. Special implementations. Let us consider an implementation of the above cryptosystem 
in the case of a choice of maps T and T1 as linear maps of finite density. Natural examples of such 
maps are monomial transformations or elements of direct sum of groups of kind GLd(K), where d 
is a finite constant.

Alice chooses the affine transformations T and T –1. The computation g T –1 costs O(n) elemen-
tary operations. This means that Alice can create T g T –1 for O(n) operations. Alice forms ele-
ments b1, b2, …, br from G(n, K) together with their inverses and homomorphic images μ(bi), i = 1, 
2, ..., r, from G(m, K) in time O(n). She takes T, T –1, T1, and T1

–1 from GL1n(K) and forms ai = T 
bi,T

–1 and a′i = T1 μ( bi–1)T1
–1in time O(n).

Bob receives the list of pairs ai, a′i, i = 1, 2, ..., r, of cubical elements of density O(n). He com-
putes a chosen word of kind 1 2

1 2
, t

t

kk k
i i ia a a a= …  for the chosen finite parameter t and the integers ki, 

i = 1, 2, ..., t, in time O(n5) operations and sends it to Alice. Bob writes his message (p) = (p1, p2, …, 
pm). To form the ciphertext, he applies the transformation 

tia′  with multiplicity kt, 1tia
−
′  with mul-

tiplicity kt–1, ..., 
1ia′  with multiplicity k1 to p and forms the ciphertext c. It takes him O(n) elemen-

tary operations. Alice computes a cubical b = aT with O(n2) operations. After that, she gets 
d = T –1b in time O(n2). Alice easily gets μ(d) and computes e = T1d and f = eT1

–1. She computes p 
as f(c). The last step cost her O(n2) elementary ring operations.

This research is partially supported by the grant PIRSES-GA-2013-612669 of the 7th Framework 
Program of the European Commission.
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ПРО НОВІ СИМВОЛІЧНІ ПРОТОКОЛИ ОБМІНУ 
КЛЮЧІВ ТА КРИПТОСИСТЕМИ, ЩО ОПИРАЮТЬСЯ 
НА ПРИХОВАНІ РУЧНІ ГОМОМОРФІЗМИ

Криптосистеми від багатьох змінних поділяються на публічні ключі, для яких засіб шифрування відкри-
тий для всіх користувачів, та криптосистеми типу Ель Гамаля з функцією шифрування, що не надається 
публічно, для її генерування опонент повинен розв’язати проблему дискретного логарифма в афінній гру-
пі Кремони. Нескінченні родини перетворень вільних модулів Kn над скінченним комутативним кільцем 
K такі, що степені їх представників не зростають при ітерації, називають стабільними родинами перетво-
рень. Такі родини необхідні для практичних реалізацій криптосистем типу Ель Гамаля. Наведено нові кон-
струкції таких родин та родин стабільних напівгруп перетворень вільних модулів. Запропоновано нові 
методи створення криптосистем, які використовують стабільні групи та напівгрупи разом з гомомор-
фізмами між ними. Безпека таких схем ґрунтується на складності проблеми розкладу елемента афінної 
напівгрупи Кремони в добуток заданих твірних. Схеми можуть використовуватися як для обміну пові-
домленнями у вигляді елементів вільного модуля, так і для безпечного узгодження поліноміальних пе-
ретворень від багатьох змінних, які можуть бути знаряддям шифрування або інструментом для циф-
рового підпису.

Ключові слова: криптографія від багатьох змінних, стабільні групи та напівгрупи, проблема декомпозиції 
нелінійного перетворення від багатьох змінних за заданими твірними, дикі та ручні перетворення, ручні 
гомоморфізми, протоколи обміну ключів, криптосистеми, алгебраїчні графи.
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О НОВЫХ СИМВОЛИЧЕСКИХ ПРОТОКОЛАХ 
ОБМЕНА КЛЮЧЕЙ И КРИПТОСИСТЕМЫ, ОСНОВЫВАЮЩИХСЯ 
НА СКРЫТЫХ РУЧНЫХ ГОМОМОРФИЗМАХ

Криптосистемы от многих переменных подразделяются на публичные ключи, для которых способ шиф-
рования открыт для всех пользователей, и криптосистемы типа Эль Гамаля с функцией шифрования, не 
заданной публично, для ее генерации оппонент должен решить проблему дискретного логарифма в афин-
ной группе Кремоны. Бесконечные семейства преобразований свободного модуля Kn над конечным ком-
мутативным кольцом K такие, что степени их представителей не возрастают при итерации, называют ста-
бильными семействами преобразований. Такие семейства необходимы для практических реализаций 
криптосистем типа Эль Гамаля. Приведены новые конструктивные построения таких семейств и семейств 
стабильных полугрупп преобразований свободных модулей. Предложены новые способы построения 
криптосистем, использующие стабильные группы и полугруппы вместе с гомоморфизмами между ними. 
Безопасность таких схем опирается на сложность проблемы разложения элемента афинной полугруппы 
Кремоны в произведение заданных образующих. Схемы могут использоваться как для обмена сообще-
ниями в виде элементов свободного модуля, так и для безопасного согласования полиномиальных пре-
образований от многих переменных, которые могут быть средствами шифрования или инструментами 
цифровой подписи.

Ключевые слова: криптография от многих переменных, стабильные группы и подгруппы, проблема деком-
позиции нелинейного преобразования от многих переменных по заданным образующим, дикие и ручные пре-
образования, ручные гомоморфизмы, протоколы обмена ключей, криптосистемы, алгебраические графы.
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ОПОВІДІ
НАЦІОНАЛЬНОЇ 
АКАДЕМІЇ  НАУК
УКРАЇНИ

Міцність і довговічність інженерних конструкцій істотно залежить від структури їх мате-
ріалу, який може містити тріщини, заповнені чужорідними речовинами порожнини й інші 
дисперсійні частки, породжені процесами виготовлення чи експлуатації деталей та вузлів. 
Часто тонкі включення зумисно вбудовуються у матеріал для його зміцнення і перешко-
джання утворенню та поширенню тріщин. Досліджуючи механічні характеристики тіл з та-
кого роду неоднорідностями, слід враховувати їх форму, розміри, кількість та взаємне роз-
ташування. У багатьох випадках зовнішні навантаження елементів конструкцій змінюю-
ться в часі, тому актуальним є вивчення концентрації напружень в околі дефектів типу 
тріщин та тонких включень на основі розв’язання динамічних задач теорії пружності. 
Особливої уваги заслуговує встановлення концентрації динамічних напружень у тривимір-
ній постановці задач як таких, що найбільш загально відображають просторове розташуван-
ня дефектів та задання зовнішніх чинників. Проблеми динамічного навантаження пружних 
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Взаємодія одноперіодичних податливих 
дискових еліптичної форми включень 
при падінні пружної гармонічної хвилі
Представлено членом-кореспондентом НАН України Г.С. Кітом

Розглянуто нормальне падіння плоскої пружної гармонічної поздовжньої хвилі на масив компланарних тон-
ких податливих еліптичних включень одноперіодичного розташування у тривимірній безмежній матриці. 
Пружні властивості включень описуються лінійними залежностями між напруженнями і стрибками пе-
реміщень в областях їх локалізації. Відповідна симетрична задача хвильового розсіяння зводиться до гра-
ничного інтегрального рівняння відносно стрибка переміщень на протилежних поверхнях включення в еле-
ментарній комірці за допомогою періодичної функції Гріна, яка подана у вигляді інтегралів Фур'є для по-
кращення збіжності її розрахунків. Коректне розв'язання рівняння проводиться методом відображень. Для 
різних взаємних орієнтацій у системі еліптичних включень встановлено залежності коефіцієнтів інтен-
сивності напружень відриву в околі включень від хвильового числа. Як окремий випадок, досліджено динаміч-
ну взаємодію у одноперіодичному масиві еліптичних тріщин.

Ключові слова: дискові еліптичні у плані включення, динамічні коефіцієнти інтенсивності напружень, ме-
тод граничних інтегральних рівнянь, періодична функція Гріна, метод відображень.
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тіл з круговими тріщинами та тонкостінними включеннями у тривимірній постановці ви-
світлені у працях [1—3]. Нестаціонарна взаємодія дефектів зі змінною кривиною контуру 
обмежена розглядом взаємодії лише двох еліптичних тріщин [4].

У даній роботі методом граничних інтегральних рівнянь (ГІР) досліджена симетрична 
задача нормального падіння гармонічної плоскої поздовжньої хвилі на одноперіодичну сис-
тему тонких податливих еліптичних включень, розташованих у пружній матриці.

Постановка задачі. Нехай безмежна пружна матриця з модулем зсуву μ  та коефі-
цієнтом Пуассона ν  містить у площині 3 0x =  одноперіодичний масив тонких податливих 
еліптичних включень nS  ( n∈] ) з однаковими товщинами h, великими півосями a  та ма-
лими півосями b, модулем зсуву 0μ  та коефіцієнтом Пуассона 0ν . Геометричні центри 
включень розташовані на осі 1Ox  з періодичною відстанню d . Включення перебувають в 
умовах ідеального механічного контакту з матрицею, тобто забезпечується неперервність 
переміщень та напружень при перетині міжфазних поверхонь. В матриці перпендикуляр но 
до площини розташування неоднорідностей поширюється пружна гармонічна плоска по-
здовжня хвиля з циклічною частотою ω і відомим розподілом нормальних напружень 

33( )inσ x , де 1 2 3( , , )x x xx  — радіус-вектор точки простору в декартовій системі координат 

1 2 3Ox x x . Тут і далі розглядаються лише амплітудні значення величин хвильового процесу, 
оскільки часовий множник exp( )i t− ω , де t  — час, 1i = − , вилучається з розв’язку. Адек ват-
ність моделі забезпечується малістю товщини включень відносно їх великої півосі, коли 

1 12 ( 1)h a= δ δ << , а також умовою податливості матеріалу включень відносно матричного 
матеріалу, коли 0 2 2( 1)μ = δ μ δ << , де величини 1δ  і 2δ  мають однаковий порядок. За таких 
припущень [2] маємо

0 0
33 3

0

2(1 )
( ) ( )

(1 2 )n nu
h

− ν μ
σ = Δ

− ν
x x , nS∈x , n∈] . (1)

ГІР задачі та періодична функція Гріна. З урахуванням умов періодичності Блоха [1] 
та граничних умов на поверхнях включень (1), у вказаній постановці задача зводиться до 
ГІР з інтегруванням по області розташування лише одного дефекту 0S S=  відносно стрибка 
нормальних переміщень uΔ  у цій області

0 0
332

0 2

2(1 )
( ) ( )[ ( ) ( , )] ( )

(1 2 )
in

S

u u R G dS
h

− ν μ μΔ − Δ − + = σ
− ν πω ∫∫ yx y x y x xy , S∈x . (2)

В ГІР (2) гіперсингулярне ядро ( )R −x y  з особливістю потенціалу Гельмгольца визна-
чається формулою

2 2 3 3 2 2 2
2 2 2 2 1 2 1( ) {(9 9 4 )exp( ) [9 9 ( 5 )R r i r r i r i r i r r= − ω − ω + ω ω − − ω + ω − ω +

2 2 3 2 2 2 4 5
1 1 2 1 2 1

1
(2 ) (2 ) ]exp( )}

4
i r r i r r −+ ω ω −ω + ω −ω ω , (3)

де −x y  — відстань між точкою джерела x(x1, x2) і точкою інтегрування y(y1, y2); /j jcω = ω  
( 1, 2j = ) — хвильові числа; 1 2,c c  — швидкості поширення у матриці поздовжніх та попере-
чних хвиль відповідно; ядро ( , )G x y  описує взаємодію актуального включення S  з нескін-
ченним числом включень у всіх елементарних комірках і відіграє роль періодичної функції 
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Гріна для розглянутої задачі. Ядро G має форму нескінченної періодичної суми, яку про-
понується розділити на дві підмножини залежно від впливу включень з різних зон їх роз-
ташування, а саме:

1 2( , ) ( , ) ( , )G G G= +x y x y x y . (4)

Тут
1

1 0
1

( , ) (1 ) [ ( , )]
b

n n
n b

G R r
−

=− +
= − δ ∑x y x y ,

2 2

2
1 1

exp[ ( , )] exp[ ( , )]
( , )

( , ) ( , )

b
j n j n

j j
n nn b j n j

i r i r
G

r r

∞ −

= = =−∞ =

ω ω⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= +⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∑∑ ∑ ∑x xx y x y

x y T T
x y x y

, 

(5)

де 2 2
1 1 2 2( , ) ( ) ( )nr x y nd x y= − − + −x y ; 2b�  — ціле число; j

xT  ( 1, 2)j =  — відомі дифе-
ренціальні оператори [3].

З геометричної точки зору функція 1G  як частина функції Гріна G  відповідає за на-
явність навколо відлікового включення “близьких” включень, розташованих в областях nS  
( ( , 1] [1, )n b b∈ − − ∪ ), функція 2G , яка є частиною функції Гріна G , відповідає впливу “дале-
ких” включень, що розташовані в областях nS  ( ( , ] [ , )n b b∈ −∞ − ∪ ∞ ). Мета такого поділу по-
лягає в тому, що нескінченні суми (4) сходяться дуже повільно. Таким чином, їх необхідно 
перетворити для забезпечення експоненційної збіжності, що може бути досягнуто за до-
помогою суперпозиції (4) і спеціальних інтегральних подань виразу exp( )/j n ni r rω . Крім 
того, відокремлення з функції Гріна G  функції 1G , як обмеженої суми для сусідніх вклю-
чень спрямоване на прискорення бажаної збіжності. Оскільки 0nr ≠ , функція 1G  не містить 
особливостей і може обчислюватись стандартними процедурами.

Для запису функції 2G  у більш зручній формі використаємо таке інтегральне подання [3]:

2 2
1 1

0 2 22 2
0

expexp[ ( , )]
[ ]

( , )

jj n

n j

x y nd ti r
t J x y t dt

r t

∞ ⎡ ⎤− | − − | −ωω ⎢ ⎥⎣ ⎦= | − |
−ω

∫
x y

x y
. (6)

Тут 0J  — функція Бесселя, для забезпечення умов випромінювання присутній радикал ви-
значається наступним чином:

⎧ −ω ω⎪−ω = ⎨
⎪− ω − < ω⎩

2 2
2 2

2 2

, якщо   ;

, якщо   .

j j
j

j j

t t
t

i t t

�

Тоді після підстановки співвідношення (6) в рівняння (5), підсумування геометричної про-

гресії зі знаменником 2 2exp ( )jt d
⎛ ⎞− ω⎜ ⎟⎝ ⎠  та врахування дії диференціальних операторів 

j
xT  функція 2G  приймає експоненційно збіжну форму:

2
1 1

2 2 25
1 0

exp( ( ))1
( , ) , ( , )

( )[1 exp( ( ))]
j

j j
j jj

U t x y
G t Y t x y t dt

U t U t dd

∞

=

− −⎛ ⎞= Ω −⎜ ⎟⎝ ⎠− −∑ ∫x y ,
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де ( , ) exp[ ( 1 ) ( )] exp[ ( 1 ) ( )]j j jY r t b r U t b r U t= − − − + − − + , функції jΩ  наведені в праці [3]. 
Приймаючи досить великим значення b , покращуємо збіжність інтегралів у функції G .

Ефективне числове розв’язування ГІР (2) повинно забезпечуватись відповідними ре-
гуляризаційними процедурами щодо інтегральних доданків цього рівняння, обумовлених 
гіперсингулярністю 3−−x y  в ядрі R  у точці джерела =y x , а також сингулярностями в 
інтегральних поданнях ядра 2G  в точках jt d= ω , що є коренями функцій ( )jU t . Методика 
усунення сингулярностей ядра функції 2G  детально описана у роботі [3]. Слід відзначити, 
що у окремому випадку 0 0μ =  ГІР (2) відповідає задачі динамічної взаємодії системи еліп-
тичних тріщин.

Метод відображень та регуляризація ГІР задачі. Збіг характеристичних частин ГІР 
розглянутої задачі і задачі динамічного навантаження безмежного однорідного тіла з трі-
щиною дозволяє використати для побудови регулярного аналога рівняння (2) методику 
роботи [4]. Вона передбачає відображення області тріщини на кругову область S�  одинич-
ного радіуса. З цією метою проводимо заміну змінних:

1 1

2 2

,

,

x a

x b

= ξ⎧
⎨ = ξ⎩

          1 1

2 2

,

,

у a

у b

= η⎧
⎨ = η⎩

 (7)

де 1 2( , )ξ ξξ  1 2( , )η ηη  — нові змінні в області S� .
Після заміни (7) ГІР (2) набуде вигляду

in0 0
332
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ξ

, S∈ �ξ , (8)

У рівнянні (8) введені такі позначення для складних функцій:
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= x� ξ η y .

Функція ( , )β ξ η  характеризує відношення відстаней між точками ξ і η та їх прообра зами, тоб-
то
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У гіперсингулярному ГІР (8) можна виділити особливі інтеграли, перетворивши його 
тотожно [5]:
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Тут перші два інтеграли мають особливість ньютонів-
ського (статичного) потенціалу. Їх регуляризація [5] грун-
тується на поданні

2 2
1 2( ) 1 ( ),uΔ = − η − η α�� η η  (10)

де ( )α� η  — невідома функція. Подання (10) узгоджується із 
фізичним змістом функції ( )uΔ x  як стрибка нормальних пе-
реміщень на включенні, що дорівнює нулю на контурі не-
однорідності.

Для дискретизації рівняння (9) область S�  розбивається 
на граничні елементи, в межах яких припускається постій-
ність шуканої функції, далі рівняння задовольняється у колокаційних точках посередині 
введених елементів. Так отримаємо систему Q  (Q  — кількість граничних елементів) ліній-
них алгебраїчних рівнянь з комплексними коефіцієнтами відносно значень функції α�  у 
прообразах вузлових точок на крузі.

Аналіз одержаних результатів. Як приклад розглянуто усталену у часі взаємодію од-
ноперіодичних тріщин ( 0 0μ = , рис. 1; 2) та включень ( 0,001h a= , 0/ 0,003μ μ = , рис. 3; 4) 
малі b  (рис. 1; 3), великі a  (рис. 2; 4), півосі яких лежать на осі періодичності 1Ox  (орієн-
тація тріщин і включень, відстань d  між їх геометричними центрами та відлік кута ϕ  на-
ведено на рисунках). Графіки стосуються тріщин і включень, що мають однаковий ексцен-
триситет 0,5b a=  і знаходяться у полі плоскої поздовжньої гармонічної хвилі з постій-
ною амплітудою напружень in

33 0( ) Nσ =x . Для нормування амплітуд КІН /
I

st
I IK K K=  в 

околі тріщини (включення) S  використовувалось значення максимального статичного 

КІН 2
02 ( 1 ( ) )

I

stK N b E b a= π −  у вершині меншої півосі ізольованої тріщини при од но-
осному розтягу зусиллями 0N . Для порівняння маркованими кривими показана поведінка 
динамічних КІН без урахування взаємодії тріщин (включень). Коефіцієнти Пуассона вклю-
чення і матриці припускались однаковими ν0 = ν = 0,3.

В розглянутому частотному діапазоні 20 (2 ) 1dϑ = ω π� �  для тріщин (включень) КІН 

IK  досягають абсолютного максимуму після монотонного зростання від статичних значень, 
що відповідають нульовій частоті 0ϑ = . Періодичні еліптичні тріщини (включення), роз-
ташовані вздовж малих півосей, характеризуються швидшою зміною КІН IK  у порівнянні 

Рис. 1                                                             Рис. 2                                                            Рис. 3

Рис. 4
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з більш плавним графіком залежності від частоти КІН для однієї еліптичної тріщини [4] 
(див. рис. 1 та 3). Числові значення КІН IK  поблизу вершин великих і малих півосей трі-
щин і включень більші у випадку їх розташування вздовж малих півосей (див. рис. 1 та 3) і 
менші за розташування вздовж великих півосей (див. рис. 2 та 4). При розташуванні вклю-
чень вздовж великих півосей (див. рис. 2 та 4) у певному частотному діапазоні КІН IK  по-
близу вершин малих півосей еліпсів є меншими, ніж відповідні аналоги у випадку ізольо-
ваного включення. Практично у всьому розглянутому спектрі частот при ідентичному роз-
ташуванні неоднорідностей КІН IK  для тріщин є більшими, ніж відповідні аналоги для 
включень.

Результати роботи отримано при підтримці Українського науково-технологічного цен-
тру та Національної академії наук України (проект № 6247).
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Взаємодія одноперіодичних податливих дискових еліптичної форми включень при падінні пружної...

И.Я. Жбадинский

Институт прикладных проблем механики и математики 
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ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ОДНОПЕРИОДИЧЕСКИХ 
ПОДАТЛИВЫХ ДИСКОВЫХ ЭЛЛИПТИЧЕСКОЙ ФОРМЫ ВКЛЮЧЕНИЙ 
ПРИ ПАДЕНИИ УПРУГОЙ ГАРМОНИЧЕСКОЙ ВОЛНЫ

Рассмотрено нормальное падение плоской упругой гармонической продольной волны на массив комп-
ланарных тонких податливых эллиптических включений однопериодического расположения в трехмер-
ной бесконечной матрице. Упругие свойства включений описываются линейными зависимостями между 
напряжениями и прыжками перемещений в областях их локализации. Соответствующая симметрическая 
задача волнового рассеяния сводится к граничному интегральному уравнению относительно скачка пере-
мещений на противоположных поверхностях включения в элементарной ячейке с помощью периодиче-
ской функции Грина, которая представлена в виде интегралов Фурье для улучшения сходимости ее рас-
четов. Корректное решение уравнения производится методом отображений. Для разных взаимных ориен-
таций в системе эллиптических включений установлены зависимости коэффициентов интенсивности 
напряжений отрыва в окрестности включений от волнового числа. Как частичный случай, исследовано 
динамическое взаимодействие в однопериодическом массиве эллиптических трещин.

Ключевые слова: дисковые эллиптические в плане включения, динамические коэффициенты интенсивно-
сти напряжений, метод граничных интегральных уравнений, периодическая функция Грина, метод ото-
бражений.

I.Ya. Zhbadynskyi

Pidstryhach Institute for Applied Problems of Mechanics and Mathematics 
of the NAS of Ukraine, Lviv
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INTERACTION OF ONE-PERIODIC COMPLIANT 
DISK ELLIPTIC-SHAPE INCLUSIONS UNDER  THE ACTION 
OF AN INCIDENT ELASTIC TIME-HARMONIC WAVE

Normal incidence of the plane elastic time-harmonic longitudinal wave on an array of coplanar thin-walled com-
pliant elliptical inclusions having a one-periodic distribution in the 3D infinite matrix is considered. The elastic 
properties of inclusions are described by linear dependences between the displacement jumps and stresses in 
the domains of their localization. The corresponding symmetric wave scattering problem is reduced to a boun-
dary-value integral equation for the displacement jump across the inclusion surfaces in a unit cell by means of 
periodic Green’s function, which is presented in the form of Fourier integrals to improve the convergence of its 
calculations. The equation is correctly solved by using the mapping method. The frequency dependences of the 
mode-I stress intensity factor in vicinities of the inclusion front points for different mutual orientations in the 
system of elliptic inclusions are revealed. The situation with a one-periodic array of elliptic cracks is considered 
as a particular case.

Keywords: disk elliptic-in-plane inclusions, dynamic stress intensity factors, boundary integral equation method, 
periodic Green’s function, mapping method.
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Экспериментальные исследования показывают, что перед трещиной образуется зона пред-
разрушения (prefracture zone) — узкая область, в которой наблюдаются микротрещи ны, 
поры и расслоения [1]. Указанную зону необходимо учитывать при постановке краевых 
задач для тел с трещинами. Однако это сопряжено со значительными трудностями. Во мно-
гом их удается избежать, если использовать ту или иную модель зоны предразрушения. 
Наиболее адекватной представляется модель [2], в которой границы зоны предразрушения 
интерпретируются как поверхности раскрытого разреза, к которым приложены противо-
положные векторы напряжения, и учитывается, что в конце зоны предразрушения должен 
соблюдаться критерий прочности. Модифицируем эту модель, принимая, что компоненты 
векторов напряжения в точках на противоположных границах зоны предразрушения за-
висят от компонент вектора смещения относительно друг друга этих точек. Ввиду этого при 
постановке краевой задачи потребуются конститутивные уравнения, связывающие между 
собой эти величины [3].

Воспользовавшись тензорно-линейными определяющими уравнениями, связывающи-
ми компоненты тензора напряжений с компонентами тензора деформаций, и упомянутыми 
выше конститутивными уравнениями, поставим краевую задачу о равновесии нелинейного 
упругого ортотропного тела с трещиной нормального отрыва. Осуществим это в компонен-
тах вектора перемещения.

© А.А. Каминский, Е.Е. Курчаков, 2018

doi: https://doi.org/10.15407/dopovidi2018.10.044

УДК 539.3

А.А. Каминский, Е.Е. Курчаков
Институт механики им. С.П. Тимошенко НАН Украины, Киев
E-mail: fract@inmech.kiev.ua

Об эволюции зоны предразрушения 
у вершины трещины в нелинейном анизотропном теле
Представлено академиком НАН Украины В.Д. Кубенко

В компонентах вектора перемещения поставлена краевая задача о равновесии нелинейного упругого орто-
тропного тела с трещиной нормального отрыва при наличии зоны предразрушения. В результате числен-
ного решения этой задачи показана эволюция зоны предразрушения, происходящая при нагружении тела. 
Изучено поле деформаций у конца зоны предразрушения.

Ключевые слова: нелинейное упругое ортотропное тело, трещина нормального отрыва, зона предразру-
шения, конститутивные уравнения. 
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В результате решения краевой задачи установим зависимость длины зоны предразру-
шения и раскрытия трещины от нагрузки на тело. Изучим поле деформаций возле конца 
зоны предразрушения. 

Постановка краевой задачи. Ограничимся малыми деформациями. Воспользуемся тен-
зорно-линейными определяющими уравнениями, связывающими контравариантные ком-
поненты тензора напряжений S с ковариантными компонентами тензора деформаций D [4]:

( )S G D G D gαβ αβγδ αβγδ αβ
γδ γδ

Ε⎛ ⎞= −ϕ Ω −⎜ ⎟⎝ ⎠Ζ
� .  (1)

Аргументом функции ( )ϕ Ω�  является величина

2ΕΩ = Ξ−
Ζ

.  (2)

Инварианты Ζ , Ε , Ξ  таковы:

; ; .F g g g D G D Dαβ γδ αβ αβγδ
αβγδ αβ αβ γδΖ = Ε = Ξ =   (3)

Взаимно обратные тензоры четвертого ранга F и G характеризуют анизотропию. Эти 
тен зоры обладают высокой симметрией. Иначе говоря, в компонентах этих тензоров можно 
ме нять местами как индексы, относящиеся к любой одной паре индексов, так и сами пары 
индексов.

Пусть система координат 1 2 3, ,x x x , к которой отнесено тело, является прямоуголь ной 
декартовой. Стало быть,

1 ( );

0 ( ).
gεζ

ε = ζ⎧
= ⎨ ε ≠ ζ⎩

   (4)

Выведем основные уравнения для компонент вектора перемещения u. Воспользуемся 
со отношениями Коши [5]:

( , )
u

D
x
ε

εζ ζ
∂

= ε ζ
∂

.  (5)

Привлекая соотношения (5), запишем уравнения (1) в виде

( )
u u

S G G g
x x

γ γαβ αβγδ αβγδ αβ
δ δ

∂ ∂⎛ ⎞Ε= −ϕ Ω −⎜ ⎟Ζ⎝ ⎠∂ ∂
� .  (6)

С учетом соотношений (5) второй и третий из инвариантов (3) будут

; .
uu u

g G
x x x

γαβ αβγδα α
β β δ

∂∂ ∂
Ε = Ξ =

∂ ∂ ∂
  (7)

Предположим, что тело является ортотропным. Главные направления примем совпада-
ющими с направлениями осей 1 2 3, ,x x x .
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Остановимся на случае обобщенного плоского напряженного состояния, полагая

1 2( , ) ( 1,2, 1,2);S S x xαβ αβ= α = β =   (8)

0 ( 1,2, 3; 3, 1,2; 3, 3)Sαβ = α = β = α = β = α = β = .  (9)

В соответствии с равенствами (4) первый из инвариантов (7) примет вид

1 2 3
1 2 3

.
u u u

x x x

∂ ∂ ∂
Ε = + +

∂ ∂ ∂
  (10)

Так как ( ) 1ϕ Ω ≠� , то в силу равенств (9) и (4) из уравнений (6) следует

0 ( 1,2, 3; 3, 1,2)
u u

x x

γ δ
δ γ

∂ ∂
+ = γ = δ = γ = δ =

∂ ∂
. (11)

Используем обозначения

1111 1212 1122 2222

1133 2233 3333

,

.

, , ,

, ,

AA BB AD DD

AF DF FF

G G G G

G G G

≡ μ ≡ μ ≡ μ ≡ μ

≡ μ ≡ μ ≡ μ  

 (12)

Согласно равенствам (11) и обозначениям (12), второй из инвариантов (7) примет вид

1 1 1 2 1 3
1 1 1 2 1 3

2 2AA AD AF
u u u u u u

x x x x x x

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
Ξ = μ + μ + μ +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

1 1 1 2 2 2
2 2 2 1 1 1

2BB
u u u u u u

x x x x x x

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞+μ + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

2 2 2 3 3 3
2 2 2 3 3 3

2 .DD DF FF
u u u u u u

x x x x x x

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+μ + μ +μ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
  (13)

Учитывая равенства (9) и (4), на основании уравнений (6) найдем

3311 3322 3333 3311 33223 1 2 3 1 2
3 3333 1 2 3 1 2

1
( ) .

u u u u u u
G G G G G

x G x x x x x

⎡∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂Ε⎛ ⎞ ⎤= ϕ Ω + + − − −⎢ ⎜ ⎟ ⎥⎝ ⎠Ζ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ⎦⎣
�   (14)

Опираясь на равенства (4) и выражение (14), для уравнений (6) будем иметь

33 33
11 3311 22 33221 2

3333 1 3333 2

u uG G
S G G G G

G x G x

αβ αβ
αβ αβ αβ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
= − + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

33 33
11 3311 22 33221 2

3333 1 3333 2
( )

u uG G
G G G G

G x G x

αβ αβ
αβ αβ⎡⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂

−ϕ Ω − + − −⎢⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎢⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣
�

33

3333
1 ( , 1,2; );

G

G

αβ ⎤⎛ ⎞ Ε− − α β = α = β⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ Ζ⎥⎝ ⎠ ⎦
  (15)
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12 21 12 211 2 1 2
2 1 2 1

( ) ( , 1,2; ).
u u u u

S G G G G
x x x x

αβ αβ αβ αβ αβ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= + −ϕ Ω + α β = α ≠ β⎜ ⎟⎝ ⎠∂ ∂ ∂ ∂
�   (16)

Введем обозначения

1133 2233

3333 3333
, ;AF DF

G G

G G
≡ ξ ≡ ξ    (17)

1133 1133
1111 3311 1122 3322

3333 3333
, ,AA AD

G G
G G G G

G G
− ≡ μ − ≡ μ� �

2233 2233
2211 3311 2222 3322

3333 3333
, .DA DD

G G
G G G G

G G
− ≡ μ − ≡ μ� �   

(18)

Воспользуемся уравнениями Навье [5]:

0.
S

x

αβ

β
∂ =
∂

  (19)

Допустим, что тело является однородным.
Принимая во внимание формулы (8) и равенства (9), используя уравнения (15), (16) и 

учитывая второе из обозначений (12), а также обозначения (17) и (18), на основании урав-
нений (19) установим

2 2 2
11 2 1

1 1 1 2 2 2
( ) ;AA AD BB BB

u u u
Q

x x x x x x
μ

∂ ∂ ∂
+ +μ +μ =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
μ� �

2 2 2
22 1 2

1 1 1 2 2 2
( ) .BB BB DA DD

u u u
Q

x x x x x x

∂ ∂ ∂
μ

∂
μ μ+ μ + + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
� �   (20)

Здесь

1 1 2 1 2
1 1 2 2 2 1

1( ) ( )AF
AA AD BB

u u u u
Q

x x x x x x

∂ ∂ − ξ ∂ ∂∂ϕ Ω ∂ϕ Ω⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − Εμ μ + μ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠Ζ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

� �� �

2 2 2
1 2 1

1 1 1 2 2 2 1

1
( ) ( ) ;AF

AA AD BB BB
u u u

x x x x x x x

⎡ ⎤∂ ∂ ∂ −ξ ∂Ε+ϕ Ω + +μ +μ −⎢ ⎥
Ζ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢⎣

μ μ
⎥⎦

� ��

2 2 1 1 2
1 1 2 2 1 2

1( ) ( ) DF
BB DA DD

u u u u
Q

x x x x x x

∂ ∂ ∂ ∂ − ξ∂ϕ Ω ∂ϕ Ω⎛ ⎞ ⎛ ⎞= μ + + + − Ε +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠Ζ∂ ∂ ∂ ∂
μ

∂
μ

∂

� � � �

2 2 2
2 1 2

1 1 1 2 2 2 2

1
( ) ( ) DF

BB BB DA DD
u u u

x x x x x x x

⎡ ⎤∂ ∂ ∂ − ξ ∂Ε+ϕ Ω μ + μ + + −⎢ ⎥
Ζ∂ ∂ ∂ ∂

μ
∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣

μ
⎦

� �� .  

(21)

На границах тела, берегах трещины и границах зоны предразрушения зададим вектор 
напряжения P с компонентами Pα .
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Воспользуемся граничными условиями [5]:

S n Pαβ α
β = ,  (22)

где nβ  — компоненты единичного вектора внешней нормали n.
Принимая во внимание равенства (9), используя уравнения (15), (16) и учитывая второе 

из обозначений (12), а также обозначения (17) и (18), на основании условий (22) получим

1 11 2 1 2
1 21 2 2 1

;AA AD BB
u u u u

n n P R
x x x x

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +μ + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟μ
∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝

μ
⎠

� �

2 22 1 1 2
1 21 2 1 2

.BB DA DD
u u u u

n n P R
x x x x

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞μ + + + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
μ μ� �  

(23)

Здесь

1 1 2 1 2
1 21 2 2 1

1
( ) ;AF

AA AD BB
u u u u

R n n
x x x x

⎡ ⎤∂ ∂ − ξ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ϕ Ω + − Ε +μ +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝
μ μ

⎠ ⎝ ⎠Ζ∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦

� ��

2 2 1 1 2
1 21 2 1 2

1
( ) .DF

BB DA DD
u u u u

R n n
x x x x

⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂ − ξ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ϕ Ω μ + + + − Ε⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠Ζ∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦
μ μ� ��   

(24)

Рассмотрим прямоугольное тело малой толщины с трещиной по центру. С осями сим-
метрии тела совместим оси 1 2,x x .

Нагрузку на тело будем задавать симметрично относительно осей 1 2,x x . Поэтому мож-
но ограничиться рассмотрением лишь четвертой части тела, например, располагающейся в 
первом квадранте (рис. 1).

Для верхней границы рассматриваемой части тела 1 2( 0, 1)n n= =  уравнения (23) ста-
новятся такими:

1 1 2 21 2 2 1
1 2 1 2

; ,AA AD BB
u u u u

P R P R
x x x x

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞μ +μ = + μ + = +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
� �  (25)

а формулы (24) будут

1 1 2
1 2

1
( ) E ;AF

AA AD
u u

R
x x

∂ ∂ − ξ⎛ ⎞= ϕ Ω + −⎜ ⎟⎝ ⎠Ζ∂ ∂
μμ� ��  

2 2 1
1 2

( ) .BB
u u

R
x x

∂ ∂⎛ ⎞= ϕ Ω μ +⎜ ⎟⎝ ⎠∂ ∂
�

 

(26)

Для боковой границы рассматриваемой части тела (n1 = 0, n2 = 1)
уравнения (23) становятся такими:

1 1 2 21 2 1 2
2 1 1 2

; ,BB DA DD
u u u u

P R P R
x x x x

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞μ + = + μ +μ = +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
� �   (27)

а формулы (24) будут Рис. 1 



49ISSN 1025-6415. Допов. Нац. акад. наук Укр. 2018. № 10

Об эволюции зоны предразрушения у вершины трещины в нелинейном анизотропном теле

1 21 2 1 2
2 1 1 2

1
( ) ; ( ) E .DF

BB DA DD
u u u u

R R
x x x x

∂ ∂ ∂ ∂ − ξ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ϕ Ω μ + = ϕ Ω + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠Ζ∂ ∂ ∂
μ μ

∂
� �� �  (28)

Для верхнего берега трещины и верхней границы зоны предразрушения 1 2( 1, 0)n n− = =  
уравнения (23) принимают вид

1 1 2 21 2 2 1
1 2 1 2

; ,AA AD BB
u u u u

P R P R
x x x x

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + = + −μ + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎠
μ

⎝
μ� �   (29)

а формулы (24) будут

1 21 2 2 1
1 2 1 2

1
( ) E ; ( ) .AF

AA AD BB
u u u u

R R
x x x x

∂ ∂ − ξ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = ϕ Ω + − − = ϕ Ω μ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠Ζ∂ ∂ ∂
μ

∂
μ� �� �  (30)

Отличной от нуля примем только компоненту 1P  вектора P  в точках на верхней грани-
це рассматриваемой части тела (см. рис. 1).

Предположим, что известен вектор ν, изображающий смещение относительно друг дру-
га точек на противоположных границах зоны предразрушения.

Компоненты вектора напряжения в точках на верхней границе зоны предразрушения не-
обходимо представить, используя конститутивные уравнения, через компоненты вектора ν. 

Для модуля P≡P  вектора P и модуля | ν | ≡ ν вектора ν имеем

;P g P Pα β
αβ=  gαβ α βν = ν ν .  (31)

Будем считать, что oo
P Pν= = .

Воспользуемся конститутивными уравнениями, установленными в статье [3]:

[1 ( )] ,o

g
P P f

αβ
βα ν

= − ν
ν

�    (32)

где ( )f ν�  — функция, возрастающая в промежутке ( , )o η .
Обратим внимание на то, что в уравнениях (32) фигурируют контравариантные ком-

поненты вектора P, противоположного вектору напряжения в точках на границах зоны 
предразрушения.

Очевидно, что в данной задаче

1 0,ν >   (33)

а

2 3 0.ν = ν =   (34)

В силу равенств (4), а также неравенства (33) и равенств (34) на основании второй 
из формул (31) получим

1.ν = ν   (35)

Заметим, что

1 12 .uν =   (36)
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Учитывая равенства (4), а также равенства (34) и формулу (35), для первого из урав-
нений (32) будем иметь

1 [ ( ]1 ,)oP P f= − ν�   (37)

а на основании второго и третьего из уравнений (32) придем к равенствам

2 3 0.P P= =   (38)

При решении краевой задачи потребуется еще одна группа уравнений для компонент 21,u u .
Из симметрии относительно осей 1 2,x x  следуют такие уравнения:

1 2 1 2 1 2 1 2
1 1 2 2( , ) ( , ) 0; ( , ) ( , ) 0;u x x u x x u x x u x x− − + = − + + =

1 2 1 2 1 2 1 2
1 1 2 2( , ) ( , ) 0; ( , ) ( , ) 0.u x x u x x u x x u x x− + + = − − + =   

(39)

Из симметрии относительно оси 2x  вытекает, что в конце зоны предразрушения

1 0.u =   (40)

Выведем уравнение для компоненты 2u .
Выделим около конца зоны предразрушения точку с координатами 1 2,a a . Будем по-

лагать, что 1 2
2( , )u x x  — действительная функция, имеющая все непрерывные частные про-

изводные (до второго порядка включительно) в окрестности D точки 1 2( , )a a .
Составим кратный ряд Тейлора, расположенный по степеням 1 1 2 2,x a x a− − :

1 2

2
1 2 1 2 2

2 2
1 ( , )

( , ) ( , ) ( )

a a

u
u x x u a a x a

x
β β

β
β=

∂
= + − +

∂
∑

1 2

22 2
1 22

1 1 ( , )

1
( )( ) (( , ) ).

2
a a

u
x a x a x x D

x x
β β γ γ

β γ
β= γ=

∂
+ − − ∈

∂ ∂
∑ ∑   (41)

Координаты конца зоны предразрушения запишем так: 1 1 2 2.,a a+ ε + ε  С учетом этого 
на основании формулы (41) будем иметь

1 2 1 2

1 1 2 2 1 2 1 22 2
2 2 1 2

( , ) ( , )

( , ) ( , )
a a a a

u u
u a a u a a

x x

∂ ∂
− + ε + ε + + ε + ε +

∂ ∂

1 2 1 2 1 2

2 2 2
1 1 1 2 2 22 2 2

1 1 1 2 2 2
( , ) ( , ) ( , )

1
2 0.

2
a a a a a a

u u u

x x x x x x

⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎜ ⎟+ ε ε + ε ε + ε ε =
⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

  (42)

Числовой пример. В результате численного решения краевой задачи показана эволю-
ция зоны предразрушения, происходящая вследствие повышения нагрузки на тело.

При решении краевой задачи использованы данные для сплава Д16, приведенные в 
статье [6].
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Компоненты тензора анизотропии F являются такими:

− − − − − −

− − − − − −

− − − − −

= ⋅ − = ⋅ − = ⋅

= ⋅ = ⋅ = ⋅

− = ⋅ = ⋅ = ⋅

10 1 10 1 10 1
1111 1122 1133

10 1 10 1 10 1
1212 1313 2222

10 1 10 1 10
2233 2323 3333

0,193 10 Па , 0,045 10 Па , 0,049 10 Па ,

0,107 10 Па , 0,121 10 Па , 0,142 10 Па ,

0,045 10 Па , 0,107 10 Па , 0,193 10 П

F F F

F F F

F F F −1а .

Для компонент тензоров анизотропии F и G, как компонент взаимно обратных тензо-
ров четвертого ранга, имеем

( , ).F G ζγδεζ ε
αβγδ α β= δ δ ε ζ   (43)

В формулах (43) фигурируют символы Кронекера η
γδ :

1 ( );

0 ( ).
η
γ

γ = η⎧
δ = ⎨ γ ≠ η⎩

   (44)

На основе значений компонент тензора анизотропии F по формулам (43) вычислены 
(с учетом равенств (44)) компоненты тензора анизотропии G:

= ⋅ = ⋅ = ⋅

= ⋅ = ⋅ = ⋅

= ⋅ = ⋅ = ⋅

1111 10 1122 10 1133 10

1212 10 1313 10 2222 10

2233 10 2323 10 3333 10

6,395 10 Па, 2,744 10 Па, 2,263 10 Па,

2,336 10 Па, 2,066 10 Па, 8,781 10 Па,

2,744 10 Па, 2,336 10 Па, 6,395 10 Па.

G G G

G G G

G G G

Функция ( )ϕ Ω�  из уравнений (1) принята в виде [4]

0, [ , ];

( ) ln 1
, [ , ].

a
a

Ω∈ ο υ⎧
⎪⎪ Ω− υ⎛ ⎞ϕ Ω = ⎨Ω− υ− +⎜ ⎟⎝ ⎠⎪ Ω∈ υ ψ⎪ Ω⎩

�  (45)

В дальнейшем воспользуемся критерием прочности, сформулированным в статье [4]:

Ω = ψ .  (46)

Установлено [4], что при нарушении прочности, когда величина Ω  становится равной постоян-
ной ψ , плотность энергии, расходуемой на дефор мацию элемента тела без изменения его объе-
ма, принимает значение Ψ :

2 1 ln 1 1 1 .
2

a
a a

⎧ ⎫⎡ ⎤υ ψ −υ ψ−υ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Ψ = υ ψ− + + + − +⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎩ ⎭
  (47)

Постоянные υ и ψ, а также коэффициент a из формул (45) и (47) таковы:

υ = ⋅ ψ = ⋅ = ⋅2 1/2 2 1/2 2 1/23,25 10 Па , 93,50 10 Па ; 1,1112866 10 Па .a

На основе этих значений по формуле (47) вычислено: Ψ = ⋅ 4645,97 10 Па.
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Функция ( )f ν�  из уравнений (32) принята в виде [3]

1 2
1 2

( ) ,k k
k kf b bν = ν + ν�    (48)

где 1 2,k k  — целые числа 1 2(1 )k k< < .
Коэффициенты 

1kb  и 
2kb  таковы:

1 21 2

2 1

2 1 1 2

; .
( ) ( )

k kk k

k m k m
b b

k k k k

+ η + η
= =

− η − η
  (49)

Здесь

( )
d

m f
d ν=η

= − ν
ν
� .

Принималось, что

− −= = = − ⋅ η = ⋅5 1 5
1 22, 3; 0,2 10 м ; 5,0 10 м.k k m

На основе этих значений по формулам (49) вычислены коэффициенты 
1kb , 

2kb :

− −= ⋅ = − ⋅
21

10 2 15 30,08 10 м ; 0,008 10 м .k kb b

В соответствии с формулой (48) ( ) 1f ν =� , если −ν = ⋅ 55,0 10 м.  При этом, согласно урав-
нению (37), 1 0P = , т. е. будет достигнуто состояние предельного равновесия.

Координата 2x  начала зоны предразрушения (точки A) записана как 2
fx , а конца зоны 

предразрушения (точки B) — как 2
gx  (см. рис. 1).

Были заданы

− − − −= ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅2 2 2 2 2 21,50 10 м; 1,58 10 м, 1,60 10 м, 1,62 10 м;f gx x

−− ε = ε = ⋅1 2 20,02 10 м.

Итак, длина трещины, 2
R fl x= , была равной 1,50 · 10–2 м, а длина зоны предразрушения, 

2 2
S g fl x x= − , составляла − −⋅ ⋅2 20,08 10 м, 0,10 10 м,  0,12 · 10–2 м.

Подчеркнем, что лишь компонента 1P  вектора P  в точках на верхней границе рассма-
триваемой части тела не была равна нулю (см. рис. 1). Эта компонента  выражена через па-
раметр w нагрузки на тело: P1= w.

Решая краевую задачу, следовало определить параметр w (из условия, что в точке B со-
блюдается критерий (46), а Ψ = ⋅ 4645,97 10 Па ).

В общей сложности решение краевой задачи найдено для трех вариантов, различающих-
ся длиной зоны предразруше ния. В каждом из этих вариантов параметр w варьировали.

При решении краевой задачи (для каждого из значений w) учитывали, что в точке B 
компонента 11S  тензора S должна удовлетворять равенству

11 .B oS P=   (50)



53ISSN 1025-6415. Допов. Нац. акад. наук Укр. 2018. № 10

Об эволюции зоны предразрушения у вершины трещины в нелинейном анизотропном теле

Не известную заранее величину Po определяли за несколько итераций. Изначально ее 
задавали равной ⋅ 81,90 10 Па .

Компоненту 1P  вектора P  в точках на верхней границе зоны предразрушения выра-
жали, используя уравнение (37), через величину оP  и функцию ( )f ν� . Кроме того учиты-
вали первое из равенств (38).

Затем по уравнениям (20) и (25), (27), (29), а также (39), (40) и (42) определяли, пред-
ставив частные производные через конечные разности, компоненты 21,u u . Выполняли это 
методом последовательных приближений, обобщающим метод Ильюшина. Так, в первом 
приближении принимали ( ) 0ϕ Ω =� . При этом в соответствии с формулами (21) и (26), (28), 
(30) имели место равенства 1 2, 0Q Q =  и 1 2, 0R R = . Кроме того, в первом приближении по-
лагали ( ) 0f ν =� . В каждом последующем приближении, одном из 89-ти приближений, зна-
чения функции ( )ϕ Ω� , величин 1 2,Q Q  и 1 2,R R , а также функции ( )f ν�  устанав ливали на 
основе значений компонент 21,u u , полученных в предыдущем приближении. Для этого прив-
лекали формулы (45), (2), первый из инвариантов (3), инварианты (10) и (13), выражение 
(14), формулы (21) и (26), (28), (30), а также уравнение (37), формулы (48), (35) и (36).

После этого по первому из уравнений (15) вычисляли компоненту 11S  тензора S в точке 
B. Если она не удовлетворяла равенству (50), то величину оP  корректировали и всю про-
цедуру повторяли.

Учитывая формулу (2), первый из инва-
риантов (3), инварианты (10) и (13), проверя-
ли соблюдение критерия (46) в точке B. Если 
это не имело места, то параметр w изменяли.

Анализ полученных результатов. В ре-
зультате решения краевой задачи для различ-
ных длин зоны предразрушения определена, в 
частности, нагрузка на тело (параметр w). 
Согласно полученным значениям w (табл. 1), 
с повышением нагрузки на тело увеличивают-
ся длина зоны предразрушения и, как след-
ствие этого, раскрытие трещины в вершине 
(точке A). Иными словами, тело стремится к 

Рис. 2. 

Рис. 4 

Рис. 3
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состоянию предельного равновесия, в котором модуль ν  вектора ν принимает критическое 
значение η, а модуль P  вектора P  становится равным нулю (все это — в точке A).

По мере повышения нагрузки на тело изменение длины зоны предразрушения стано-
вится все более значительным. Это убедительно иллюстрирует график, представленный на 
рис. 2. Подобным же образом ведет себя и раскрытие трещины в вершине.

Наглядное представление об эволюции зоны предразрушения в процессе нагружения те ла 
дает рис. 3. Для кривых, изображенных на этом рисунке, длина зоны предразрушения такова:

− − −⋅ ⋅ ⋅2 2 20,08 10 м, 0,10 10 м, 0,12 10 м.1 2 3— — —
На рис. 3, а показано, как именно увеличивается перемещение (в направлении оси x1) 

верхней границы зоны предразрушения с возрастанием длины зоны предразрушения.
Интересно, что компонента 11S  тензора S в точке B слабо зависит от длины зоны пред-

разрушения. В самом деле, для кривых 1, 2, 3, изображенных на рис. 3, б, она составляет 
⋅ 82,0026 10 Па , ⋅ 82,0046 10 Па , ⋅ 82,0087 10 Па  соответственно.

Зависимости компоненты 1u  вектора u  и компоненты 11S  тензора S  в точке А от пара-
метра w иллюстрирует рис. 4. Как видно, 1

Au  резко увеличивается, а 11
AS  столь же резко 

уменьшается с повышением параметра w.
Для каждой длины зоны предразрушения по соотношениям (5) вычислены компо-

ненты 11 22 33, ,D D D  тензора D в точках, окружающих точку B. Особый интерес вызывают 
значения этих компонент в самой точке B (табл. 2).

Отметим, что возрастание длины зоны предразрушения от 2 м0,08 10−⋅  до 2 м0,12 10−⋅  обус-
ловило увеличение 11

BD  от 22,0235 10−⋅  до 22,0311 10−⋅  и уменьшение 22
BD  от 21,8232 10−⋅  до 

21,8170 10−⋅ . При этом 33
BD  изменилась гораздо менее заметно, уменьшившись от 23,5356 10−− ⋅  

до 23,5364 10−− ⋅ .
Представляется интересным тот факт, что, невзирая на заметное возрастание длины 

зоны предразрушения, компонента 33
BD  не претерпела ощутимых изменений.
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Таблица 2

lS · 102, м DB
11 · 102 DB

22· 102 DB
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ПРО ЕВОЛЮЦІЮ ЗОНИ ПЕРЕДРУЙНУВАННЯ
БІЛЯ ВЕРШИНИ ТРІЩИНИ В НЕЛІНІЙНОМУ АНІЗОТРОПНОМУ ТІЛІ

У компонентах вектора переміщення поставлено крайову задачу про рівновагу нелінійного пружного ор-
тотропного тіла з тріщиною нормального відриву за наявності зони передруйнування. В результаті чи-
сельного розв’язання цієї задачі показано еволюцію зони передруйнування, яка відбувається при на ван-
таженні тіла. Вивчено поле деформацій біля кінця зони передруйнування.

Ключові слова: нелінійне пружне ортотропне тіло, тріщина нормального відриву, зона передруйнування, 
конститутивні рівняння. 

A.A. Kaminsky, E.E. Kurchakov

S.P. Timoshenko Institute of Mechanics of the NAS of Ukraine, Kiev  
E-mail: fract@inmech.kiev.ua

ON THE EVOLUTION OF THE PREFRACTURE ZONE 
NEAR THE CRACK TIP IN А NONLINEAR ANISOTROPIC BODY

A boundary-value problem in terms of the displacement vector components for the equilibrium state of a non li-
near elastic orthotropic body with a crack of normal separation is stated with regard for its prefracture zone. As a 
result of the numerical solution of the problem, the evolution of this zone under the loading is shown. The 
deformation field near the crack tip is studied.

Keywords: nonlinear elastic orthotropic body, crack of normal separation, prefracture zone, constitutive equations.
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Одним из наиболее часто встречающихся в технике разрушений является усталостное раз-
рушение. Оно имеет место в конструкциях, подверженных воздействию циклически из-
меняющихся во времени нагрузок.

Усталостное разрушение происходит путем зарождения усталостных трещин и их даль-
нейшего развития вплоть до окончательного разрушения конструктивного элемента. Об ще-
принято считать, что усталостное разрушение состоит из двух стадий: стадии зарождения 
усталостной трещины, которая иногда называется стадией рассеянного усталостного по-
вреждения, и стадии развития трещины, которая иногда называется стадией локализо-
ванного усталостного повреждения.

В литературе нет четкого определения условий (размеров трещин и числа циклов на-
гружения) перехода от одной стадии усталостного разрушения к другой. В одних случаях 
за размер трещины, соответствующий переходу от одной стадии усталостного разруше-
ния к другой принимается размер структурных составляющих исследуемого материала, в 

doi: https://doi.org/10.15407/dopovidi2018.10.056
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Стадии усталостного разрушения 
металлов и сплавов
Представлено академиком НАН Украины В.Т. Трощенко

Разработаны и обоснованы методы определения условий перехода от рассеянного к локализованному уста-
лостному повреждению, основанные на анализе закономерностей распространения “коротких” и “длинных” 
трещин. С использованием разработанных методов определены размеры трещин и число циклов нагруже-
ния, соответствующие переходу от рассеянного к локализованному усталостному повреждению углероди-
стых, легированных, аустенитных сталей и алюминиевого сплава с учетом уровня напряжений и свойств 
исследованных материалов. Установлено, что размеры усталостных трещин, соответствующие указанно-
му переходу при напряжениях выше предела выносливости, уменьшаются с увеличением напряжений и 
остаются меньшими, чем размеры трещин при пределе выносливости. Показано, что размеры магистраль-
ных трещин коррелируют с величиной предела выносливости исследованных материалов, уменьшаясь с уве-
личением предела выносливости.

Ключевые слова: предел выносливости, короткие и длинные усталостные трещины, размеры магистраль-
ных трещин, рассеянное и локализованное усталостное повреждение.
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других случаях этот размер принимается исходя из возможностей методов, используемых 
для оп ределения размеров трещин, в третьих — этот размер принимается исходя из целей 
проводи мого исследования и т.д. При этом предполагается, что размер этой трещины для 
исследуемого материала не зависит от величины напряжений, при которых проводятся 
испытания.

В данной статье предложено принимать за размер трещины перехода от стадии за-
рождения усталостной трещины к стадии ее развития размер трещины, соответствующий 
зарождению магистральной трещины, под которой понимается трещина (из всего много-
обра зия микроскопических трещин, зародившихся в металле), начинающая развиваться с 
большой скоростью и приводящая к окончательному разрушению. Предлагаются и обосно-
вываются методики определения размеров магистральных трещин и соответствующих им 
чисел циклов нагружения. С использованием предложенных методов выполнен анализ раз-
меров трещин и чисел циклов до разрушения, соответствующих переходу от стадии зарож-
дения до стадии развития усталостных трещин для различных металлов и сплавов. 

Методы определения условий перехода от рассеянного к локализованному усталост-
ному повреждению. Описываемые ниже методы определения размеров магистральных тре-
щин и чисел циклов нагружения, соответствующих переходу от рассеянного к локализо-
ванному усталостному повреждению, основаны на анализе кинетики изменения размера и 
скорости развития магистральной трещины в процессе циклического нагружения.

О переходе от рассеянного к локализованному усталостному повреждению, который ха-
рактеризуется, в первую очередь, резким увеличением скорости распространения магист-
ральной усталостной трещины, можно судить по зависимости скорости развития коротких 
трещин от коэффициента интенсивности напряжений или от размера, величины которых 
находятся в определенной зависимости.

Размах коэффициента интенсивности напряжений и соответствующий ему размер тре-
щины, при которых трещина начинает ускоренно развиваться, можно принять за условия 
перехода от рассеянного к локализованному усталостному повреждению.

На рис.1 приведены результаты исследования развития коротких трещин при разных 
напряжениях, превышающих предел выносливости, и кривые развития длинных трещин в 
низколегированной и малоуглеродистой сталях с мелкозернистой и крупнозернистой струк-
турой при круговом изгибе [1, 2]. В виде темных точек на рисунке приведены результаты 
исследования развития магистральных коротких трещин, то есть трещин, развитие которых 
приводит к полному разрушению образцов. Как следует из результатов, приведенных на 
рис.1, короткие трещины, переходящие в длинные, достигают минимальной скорости раз-
вития приблизительно при одном и том же размахе коэффициента интенсивности напря-
жений. Вертикальной штриховой линией на рис. 1 отмечены значения размахов коэффи-
циента интенсивности напряжений, соответствующие переходу магистральных трещин к 
развитию с большой скоростью.

Воспользовавшись зависимостью между коэффициентом интенсивности напряжений 
и глубиной трещины в виде aK aΔ = σ π , где KΔ  — размах коэффициента интенсивности 
напряжений, при симметричном цикле нагружения он равен максимальному значению этой 
величины; aσ  — амплитуда напряжений; а — глубина трещины, в предположении, что она 
равна половине длины трещины на поверхности, можно по результатам, приведенным на 
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рис.1, найти значения размеров трещин, соответствующих переходу от рассеянного к ло-
кализованному усталостного повреждения при различных уровнях напряжений (табл.).

Данные таблицы свидетельствуют о том, что для всех исследованных материалов с 
увеличением напряжений размеры трещин, соответствующие переходу от рассеянного к 
локализованному усталостному повреждению, уменьшаются. Как правило, эти размеры 
меньше, чем экспериментально определенные размеры трещин при пределе выносливости.

Размеры трещин перехода от одной стадии усталостного повреждения к другой как 
для низколегированной, так и для малоуглеродистой стали возрастают с увеличением раз-
мера зерна. 

Анализ экспериментальных данных о кинетике роста усталостных трещин с момента их 
зарождения до окончательного разрушения показывает, что описать зависимость длины 

Рис. 1. Рост коротких трещин в низколегированной (а, б) и малоуглеродистой (в, г) сталях: а, в — мелко-
зернистые структуры; б, г — крупнозернистые структуры 

Размеры усталостных трещин в низколегированной и малоуглеродистой сталях

Материал
Размер зерна

D, мм

Предел 
выносливости,

σ–1, МПа

Размер трещин 
при σ–1, d, мм

Амплитуда 
напряжения,

σa, МПа

Размер трещин 
при σa, а, мм

Низколегированная сталь [1] 

Мелкозернистая

Крупнозернистая

0,015

0,091

500

460

0,010

0.028

540
620
540
620

0,010
0,08

0,038
0,029

Малоуглеродистая сталь [2]

Мелкозернистая

Крупнозернистая

0,024

0,084

220

190

0,026

0,174

240
310
240
310

0,018
0,011
0,101
0,061
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трещины от числа циклов нагружения единой экспоненциальной, трансцендентной или 
степенной зависимостью, как это предлагается в некоторых работах [3, 6], невозможно. Как 
правило, на ранней стадии развития трещина описывается с помощью экспоненциального 
закона (рис. 2, а). По достижении трещиной значения а=аз  зависимость глубины трещины 
от числа циклов нагружения отклоняется от первоначально экспоненциального закона.

Основываясь на этой особенности, связанной со сменой функциональной зависимости 
роста трещины а = f(N), предложена методика определения размера трещины, аз, и соответ-
ствующего ей числа циклов нагружения, Nз [7]. Согласно этой методике предполагается, 
что участок зависимости размера трещины от числа циклов нагружения, соответствующий 
зарождению магистральной усталостной трещины, описывается зависимостью

0 3
3

exp ln( / )o
N

a a a a
N

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎣ ⎦
,  (1)

где а — размер трещины; 0a  — значение длины трещины при числе циклов 0.N =
Тогда размер трещины, соответствующий переходу от рассеянного к локализованному 

усталостному повреждению, 3a , и необходимое число циклов нагружения, 3N , будут соот-
ветствовать координатам точки на зависимости a N− , начиная с которой будет наблюдать-
ся отклонение кривой, описываемой уравнением (1), от экспериментально наблюдаемой 
зависимости. Методика такого построения показана на рис. 2, а.

Путем последовательной подстановки в зависимость (1) текущих экспериментальных 
значений длины трещины, a , соответствующих ей долговечностей, N , и подбора парамет-
ра, 0a , добиваемся наилучшего описания этой зависимостью экспериментальных данных 
на стадии рассеянного усталостного повреждения (см. рис. 2, а). Значения a  и N , удовлет-
воряющие такому условию и по достижении которых наблюдается отклонение экспери-
ментальных данных от экспоненциальной зависимости, и будут значениями размера тре-
щины, 3a , и долговечности, 3N , соответствующими переходу от стадии рассеянного к ста-
дии локализованного усталостного повреждения.

Рис. 2. Схема развития размера (а) и скорости (б) магистральной трещины
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Переход к стадии локализованного усталостного повреждения может быть определен так-
же при представлении экспериментальных данных в виде зависимости скорости роста трещи-
ны, /da dN, от числа циклов нагружения, N  (см. рис. 2, б). Характерной особенностью такой 
зависимости является наличие четкого перелома в точке, соответствующей размеру трещины, 
аЗ, и долговечности, NЗ, после которой процесс развития трещины заметно ускоряется.

Следует отметить, что для повышения достоверности определения размера магистраль-
ных трещин изложенные методы должны дополнять друг друга.

Зависимость размеров магистральных трещин и числа циклов нагружения до их за-
рождения от величины напряжений для различных металлов и сплавов. Описанная выше 
процедура по определению размеров магистральной трещины, соответствующих переходу 
от рассеянного к локализованному усталостному повреждению, и продолжительности ста-
дии зарождения трещины была использована при исследовании кинетики роста трещин 
для материалов различных классов.

На рис. 3 приведены экспериментальные данные о зависимости размеров трещин, соот-
ветствующих переходу от рассеянного к локализованному усталостному повреждению, 3a , 
от числа циклов до разрушения для материалов, перечень которых представлен в под-
рисуночной подписи. Из приведенных на рис. 3 данных следует, что размер магистральной 
трещины, 3a , для каждого отдельного материала не является величиной постоянной, а за-
висит от напряжений (количества циклов до разрушения). Просматривается четкая тен-
денция возрастания размеров этих трещин с увеличением числа циклов до разрушения 
(уменьшением уровня напряжений).

Размеры магистральных трещин, 3a , в зависимости от класса материала и уровня на-
грузки изменяются в достаточно широких пределах, от 0,007—0,02 мм для углеродистых, 
легированных сталей и алюминиевого сплава  при  уровнях нагрузки, соответствующих не-
большому числу циклов до разрушения, до 0,74 мм для аустенитно-ферритной стали при  
уровнях нагрузки, соответствующих большому числу циклов до разрушения. В области чи-
сел циклов до разрушения 105—107 размер магистральной трещины, 3a , для углеродистых 
и легированных сталей составляет 0,01—0,02 мм, для высокопластичных аустенитных ста-
лей от 0,2 до 0,74 мм , для алюминиевого сплава — 0,155 мм.

Представленные на рис. 3 данные позволяют найти для исследованных материалов раз-
меры трещин, соответствующие различным числам циклов до разрушения, в том числе для 
числа циклов, соответствующего пределу выносливости.

Рис. 3. Зависимость размеров магистральной трещины, 

3a , от числа циклов до разрушения для исследованных 
материалов: 1 — сталь 0,43%С [8]; 2 — алюминиевый 
сплав EN-AW 6082/T6 (L) [4]; 3 — алюминиевый сплав 
EN-AW 6082/T6 (Т) [4]; 4 — аустенитно-ферритная 
сталь SAF 2205 [5]; 5 — сталь Х10CrA124 [11]; 6 — сталь 
42CrMo4 [6]; 7 — аустенитная сталь 316L [3]; 8 — отож-
женная чистая медь [10]; 9 — сталь S45C [9]; 10 — сталь 
SCr440 [9]; 11 — сталь SCM435 [9]
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На рис. 4, а приведена зависимость величин, 3a , найденных при числе циклов до раз-
рушения 510N = , на рис. 4, б — зависимость величин, 3a , найденных при числе циклов до 
разрушения 610N = , на рис. 4, в — зависимость величин, 3a , соответствующих пределу 
выносливости, от предела выносливости каждого из исследованных материалов. На рис. 4 
обозначение точек соответствует обозначению точек и номерам материалов, приведенных 
на рис. 3. На рис. 4, в дополнительно значком ◊ обозначены экспериментальные данные для 
материалов, представленных в таблице.

Из данных рис. 4 следует, что размеры трещин, соответствующие переходу от рассеян-
ного к локализованному усталостному повреждению, определенные с использованием опи-
санной выше методики (см. рис. 3) при числе циклов до разрушения 105, 106 и при пределе 
выносливости, уменьшаются с увеличением предела выносливости. Наблюдается значи-
тельное рассеяние результатов, содержащихся на рис. 4.

Зависимость, приведенная на рис. 4, в, подобна зависимостям размеров трещин, соот-
ветствующих пределам выносливости, от величин пределов выносливости, найденным экс-
периментально, близки и размеры трещин, соответствующие пределам выносливости, най-
денные по данной методике и экспериментально.

Таким образом, разработаны методы, позволяющие определить размеры магистральных 
трещин и чисел циклов нагружения, соответствующих переходу от рассеянного к локализо-
ванному усталостному повреждению, основанные на интенсивном увеличении скорости 
роста магистральной трещины при таком переходе.

Показано, что размеры трещин, соответствующие переходу от стадии зарождения тре-
щины к стадии ее развития, найденных по предложенной методике, зависят от величины 
напряжений испытания, уменьшаясь с увеличением этих напряжений.

Рис. 4. Зависимость размеров тре-
щин, соответствующих базе испыта-
ний 105 циклов (а), базе испытаний 
106 циклов (б) и пределу выносливо-
сти (в), от предела выносливости для 
материалов, рассмотренных на рис. 3
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Размеры магистральных трещин в зависимости от класса материала и уровня напря-
жений изменяются в довольно широких пределах — от 0,007 до 0,74 мм. Для углеродис тых 
и легированных сталей в области чисел циклов до разрушения 105—107 размер ма гистраль-
ной трещины составляет 0,01—0,02 мм, для высокопластичных аустенитных сталей — 0,2—
0,74 мм, для алюминиевого сплава — 0,155 мм.

Размеры магистральных трещин коррелируют с величиной предела выносливости ис-
следованных материалов, уменьшаясь с увеличением предела выносливости.

ЦИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА

  1. Tokaji K., Ogawa T., Harada Y., Ando Z. Limitation of linear elastic fracture mechanics in respect of small 
fatigue cracks and microstructure. Fatigue and Fracture of Eng. Materials and Structures. 1986. 9, № 1. 
P. 1—14.

  2. Tokaji K., Ogawa T., Harada Y. The growth of small fatigue cracks in a low carbon steel, the effect of 
microstructure and limitations of linear elastic fracture mechanics. Fatigue and Fracture Eng. Materials 
Structures. 1986. 9, № 3 P. 205—217.

  3. Obrtlík K., Polák J., Hájek M., Vašek A. Short fatigue crack behavior in 316L stainless steel. Int. J. Fatigue. 
1997. 19, № 6. P. 471–475.

  4. Jíša D., Liškutin P., Krumpl T., Polák J. Small fatigue crack growth in aluminium EN–AW 6082/T6. Int. J. 
Fatigue. 2010. 32, № 12. P. 1913—1920.

  5. Polák J., Zezulka P. Short crack growth and fatigue life in austenitic–ferritic duplex stainless steel. Fatigue 
and Fracture of Eng. Materials and Structures. 2005. 28, № 10. P. 923–935.

  6. Polák J. Plastic strain–controlled short crack growth and fatigue life. Int. J. Fatigue. 2005. 27, № 10/12. 
P. 1192—1201.

  7. Трощенко В.Т., Хамаза Л.А. Условия перехода от рассеянного к локализованному усталостному по-
вреждению металлов и сплавов. Сообщение 3. Определение условий перехода на основе анализа кине-
тики развития трещин. Пробл. прочности. 2014. № 5. С. 5—19.

  8. Zhixue W. Short fatigue crack parameters describing the lifetime of unnotched steel specimens. Int. J. Fatigue. 
2001. 23, № 4. P. 363–369.

  9. Goto M., Nisitani Y. Fatigue life prediction of heat-treated carbon steels and low alloy steels based on a small 
crack growth. Fatigue and Fracture of Eng. Materials and Structures. 1994. 17, № 2. P. 171—185.

10. Polák J., Liškutín P. Nucleation and short crack growth in fatigued polycrystalline copper. Fatigue and 
Fracture of Eng. Materials and Structures. 1990. 13, № 2. P. 119—133.

11. Polák J. Mechanisms and kinetics of the early fatigue damage in crystalline materials. Mater. Science and 
Engineering. 2007. A 468—470. P. 33—39.

Поступило в редакцию 30.05.2018

REFERENCES

  1. Tokaji, K., Ogawa, T., Harada, Y. & Ando, Z. (1986). Limitation of linear elastic fracture mechanics in res-
pect of small fatigue cracks and microstructure. Fatigue and Fracture of Eng. Materials and Structures, 9, No. 
1, pp. 1-14. 

  2. Tokaji, K., Ogawa, T. & Harada, Y. (1986). The growth of small fatigue cracks in a low carbon steel, the effect 
of microstructure and limitations of linear elastic fracture mechanics. Fatigue and Fracture Eng. Materials 
Structures, 9, No. 3, pp. 205-217.

  3. Obrtlík, K., Polák, J., Hájek, M. & Vašek, A. (1997). Short fatigue crack behavior in 316L stainless steel. Int. 
J. Fatigue, 19, No. 6, pp. 471-475.

  4. Jíša, D., Liškutin, P., Krumpl, T. & Polák, J. (2010). Small fatigue crack growth in aluminium EN–AW 6082/
T6. Int. J. Fatigue, 32, No. 12, pp. 1913-1920.

  5. Polák, J. & Zezulka, P. (2005). Short crack growth and fatigue life in austenitic-ferritic duplex stainless steel. 
Fatigue and Fracture of Eng. Materials and Structures, 28, No. 10, pp. 923-935.



63ISSN 1025-6415. Допов. Нац. акад. наук Укр. 2018. № 10

Стадии усталостного разрушения металлов и сплавов

  6. Polák, J. (2005). Plastic strain–controlled short crack growth and fatigue life. Int. J. Fatigue, 27, No. 10/12, 
pp. 1192-1201.

  7. Troshchenko, V. T. & Khamaza, L. A. (2014). Conditions for the transition from scattered to localized fa-
tigue damage of metals and alloys. Message 3. Determination of transition conditions on the basis of analysis 
of the kinetics of crack development. Probl. proch., No. 5, pp. 5-19 (in Russian).

  8. Zhixue, W. (2001). Short fatigue crack parameters describing the lifetime of unnotched steel specimens. Int. 
J. Fatigue, 23, No. 4, pp. 363-69.

  9. Goto, M. & Nisitani, Y. (1994). Fatigue life prediction of heat-treated carbon steels and low alloy steels based 
on a small crack growth. Fatigue and Fracture of Eng. Materials and Structures, 17, No. 2, pp. 171-185.

10. Polák, J. & Liškutín, P. (1990). Nucleation and short crack growth in fatigued polycrystalline copper. Fatigue 
and Fracture of Eng. Materials and Structures, 13, No. 2, pp. 119-133.

11. Polák, J. (2007). Mechanisms and kinetics of the early fatigue damage in crystalline materials. Mater. Science 
and Engineering, A 468-470, pp. 33-39.

Received 30.05.2018

В.Т. Трощенко, Л.А. Хамаза

Інститут проблем міцності ім. Г.С. Писаренка НАН України, Київ
Е-mail: lah3@ipp.kiev.ua

СТАДІЇ ВТОМНОГО РУЙНУВАННЯ МЕТАЛІВ І СПЛАВІВ

Розроблено та обґрунтовано методи визначення умов переходу від розсіяного до локалізованого втомного 
пошкодження, засновані на аналізі закономірностей поширення “коротких” і “довгих” тріщин. З викорис-
танням розроблених методів визначені розміри тріщин і число циклів навантаження, що відповідають пе-
реходу від розсіяного до локалізованого втомного пошкодження вуглецевих, легованих, аустенітних ста-
лей і алюмінієвого сплаву з урахуванням рівня напружень і властивостей досліджених матеріалів. 
Встановлено, що розміри втомних тріщин, що відповідають вказаному переходу при напрузі вище границі 
витривалості, зменшуються зі збільшенням напружень і залишаються меншими, ніж розміри тріщин на 
границі витривалості. Показано, що розміри магістральних тріщин корелюють з величиною границі ви-
тривалості досліджених матеріалів, зменшуючись зі збільшенням границі витривалості.

Ключові слова: границя витривалості, короткі і довгі втомні тріщини, розміри магістральних тріщин, роз-
сіяне і локалізоване втомне пошкодження.
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STAGES OF FATIGUE FAILURE OF METALS AND ALLOYS

Methods for determining the conditions for the transition from a scattered to localized fatigue damage are devel-
oped and justified, based on the analysis of regularities of the propagation of “short” and “long” cracks. Using the 
developed methods, the crack sizes and the number of loading cycles corresponding to the transition from a scat-
tered to localized fatigue damage in carbon, alloyed, and austenitic steels and an aluminum alloy are determined 
in view of the stress level and properties of the materials studied. It is established that the dimensions of the fa-
tigue cracks corresponding to the indicated transition at stresses above the endurance limit decrease with in-
creasing the stresses and remain smaller than the size of cracks at the limit of endurance. It is shown that the 
sizes of the main cracks correlate with the value of the endurance limit of the materials studied, by decreasing 
with an increase in the endurance limit.

Keywords: endurance limit, short and long fatigue cracks, sizes of main cracks, scattered and localized fatigue 
damages.
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НАУКИ ПРО ЗЕМЛЮ

Геомагнітне поле та його просторово-часова збуреність істотно впливають на низку про-
цесів у біосфері загалом та людини зокрема [1—3]. На сьогодні існують екологічні норми 
щодо величини постійних та змінних полів, по відношенню до яких визначають умови, не-
обхідні для проживання людини [4—8]. З цього погляду цікаво розглянути параметри гео-
магнітного поля різних регіонів північної та південної півкуль Землі.

Для вирішення поставленої задачі були обрані території України, Ямалу (Росія) та не-
велика територія навколо української антарктичної станції “Академік Вернадський” (“АВ”).

Україна, Ямал і “АВ” знаходяться в досить різних у “геомагнітному” відношенні умовах. 
Зокрема, Україна розташована в середніх геомагнітних широтах з досить диференційо ваним 
характером магнітного поля, обумовленого складною структурою земної кори докембрій-
ської Східно-Європейської платформи, Ямал — в приполярній області поблизу Східно-
Азіатської материкової аномалії зі слабо диференційованим аномальним полем Західно-
Сибірської плити мезозойського віку. Територія Антарктиди взагалі слабо покрита маг ніт-
ними вимірами [9, 10]. Проведені дослідження в районі станції “АВ” свідчать про значну 
неоднорідність геомагнітного поля. Виділені аномалії з інтенсивністю в перші тисячі на-

doi: https://doi.org/10.15407/dopovidi2018.10.064
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Просторово-часова збуреність геомагнітного поля 
ряду територій північної та південної півкуль Землі
Представлено академіком НАН України В.І. Старостенком

Розглянуто просторово-часову збуреність геомагнітного поля досить різних в геомагнітному відношенні 
регіонів високих та середніх широт у північній та південній півкулях Землі. З цією метою проаналізовано 
модуль індукції геомагнітного поля територій України, Ямалу (Росія) та навколо української антарктич ної 
станції “Академік Вернадський” (“АВ”) за період з 1950 по 2010 р. Показано істотні просторові зміни гео-
магнітного поля, а саме на епоху 2010 р. для території поблизу станції “АВ” модуль вектора індукції В в 
середньому на 10000 нТл менший за такий для України і на 20000 нТл — для Ямалу. Також виявлено значні 
часові зміни геомагнітного поля — його зростання на 1400 нТл для України та Ямалу і зменшення на 6000 
нТл в районі станції “АВ”. Виконано екологічну оцінку геомагнітного поля.

Ключові слова: геомагнітне поле, просторово-часова збуреність, екологічна норма. 
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нотесла свідчать про наявність порід з різко відмінними магнітними властивостями. Тому 
цілком природним є визначення просторово-часової неоднорідності геомагнітних полів 
цих територій.

Оцінка просторово-часової збуреності геомагнітного поля потребує наявності число-
вих різномасштабних карт: аномалій модуля індукції магнітного поля ΔВа, його нормальної 
компоненти Вн (як нормальне магнітне поле Землі нами використано аналітичну модель 
ВIGRF (International Geomagnetic Referenc Field)) і модуля індукції В.

Для цього застосовувалися стандартні технології побудови таких карт. Зауважимо, 
що найбільш складною задачею є розробка карт аномального магнітного поля ΔВа, яка 
потребує врахування варіацій зовнішнього магнітного поля Землі, які в даному випадку є 
завадами, і зведення результатів до середини року певної епохи. Тому зазвичай методика 
робіт передбачає:

а) синхронні спостереження модуля В у точках вимірювання та на магнітній обсерва-
торії. Цей прийом дає можливість виключити варіаційну складову магнітного поля δВ і 
отримати для точок спостережень абсолютні значення модуля В на момент вимірюван-
ня Вабс = Ввим − δВ. Варіаційна складова δВ визначається як різниця між виміряними зна-
ченнями модуля індукції В і його середньорічною величиною;

б) аномальні значення модуля визначаються виразом ΔВа = Вабс – ВIGRF . Тут ВIGRF — 
значення нормальної компоненти міжнародного геомагнітного поля відносності в точці 
спостережень, яке розраховується на відповідну епоху (з використанням програмного за-
безпечення агентства NASA) [11].

Отже, маючи масиви полів ΔВа та ВIGRF , для будь-якого часу для довільної точки можна 
визначити абсолютну величину індукції геомагнітного поля: Вабс, і = ΔВа + ВIGRF, і (тут і — 
відповідна епоха)

Зважаючи на те, що значення аномального магнітного поля ΔВа визначаються джере-
лами в літосфері Землі, які є незмінними (постійними), абсолютні значення геомагніт-
ного поля будуть залежати тільки від вікових змін головного поля, які відображаються у 
величинах нормального поля ВIGRF . Отже, для розрахунку абсолютних значень індукції 
геомагнітного поля на певну епоху необхідно знайти суму аномального і нормального гео-
магнітних полів. Зокрема, на епоху 1950 р. абсолютні значення індукції геомагнітного поля 
розраховуються за виразом Вабс, 1950 = ΔВа + ВIGRF, 1950 і т. д.

Для подальших розрахунків було використано цифрові дані щодо значень аномального 
магнітного поля, отримані на підставі опублікованих карт для території Ямалу [12, 13] та 
України [14]. Для території в районі станції “АВ” було використано цифрову карту, розро-
блену авторами на підставі експедиційних робіт 2005—2008 рр. [9, 10, 15].

Відповідно до розроблених цифрових карт (рис. 1), модуль повного вектора геомаг-
нітного поля для України і Ямалу змінюється в межах ВУкр = 46649 ÷ 60997 нТл , ВЯмал = 
= 54678 ÷ 65579 нТл (епоха 1950 р.) та ВУкр = 48100 ÷ 62319 нТл і ВЯмал = 56028 ÷ 66207 нТл 
(епоха 2010 р.) (див. рис. 1, а, б), тобто відрізняється на величину ≈ 10000 нТл. Для дос-
лідженої території поблизу станції “АВ” модуль повного вектора (В“АВ”) змінюється в межах 
41345—48654 нТл (епоха 1950 р.) і 35237—42545 нТл (епоха 2010 р.) (див. рис.1, в), тобто в 
середньому на 10000 нТл менше від середньої величини модуля повного вектора території 
України і на 20000 нТл — Ямалу.
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Оцінка просторово-часової збуреності магнітного поля Землі (В = Вн + ΔВ) виконана за 
запропонованим нами критерієм відповідно до виразу ΔD = (В−Вн)/2Вн, де ΔD — просторова 
збуреність геомагнітного поля Землі; В — модуль повного вектора геомагнітного поля; 
Вн — нормальне геомагнітне поле ВIGRF [11].

Відповідно до виразу ΔD — безрозмірна, незначна за інтенсивністю величина, у зв’яз-
ку з чим введена одиниця збуреності магнітного поля Землі — дисторшн (distortion) 
(1 D = 105 у.о.).

Для досліджуваних регіонів оцінена просторова збуреність ΔD та її віковий хід δ(ΔD) 
для часового інтервалу 1950—2010 рр. Для України ΔD1950 змінюється в межах від –1470 до 
+11808 D, а ΔD2010 — від –1432 до +11499 D. Для Ямалу ΔD1950 змінюється в межах від –469 
до +4820 D, а ΔD2010 — від –462 до +4770 D. Для “АВ” ΔD1950 змінюється в межах від –4140 
до +3903 D, а ΔD2010 — від –4789 до +4515 D. Віковий хід просторової збуреності магнітного 
поля розрахований за формулою δ(ΔD) = ΔD2010 – ΔD1950. Величина δ(ΔD) за 60 років змі-
нилася в межах від –308 до +38 D для України, від –50 до +8 D для Ямалу та від –649 до 
+611 D для “АВ”. Отже, збуреність магнітного поля України значно вища за таку на Ямалі, 
але істотно нижча, ніж у районі станції “АВ”.

Екологічний аспект ґрунтується на “екологічній нормі” геомагнітного поля, яку ми прий-
маємо рівною 45000 нТл, та оцінці по відношенню до неї збуреності магнітного поля ΔDекол = 
= (В – Векол)/2Векол. Для досліджуваних територій встановлено такі зміни велични ΔDекол:

для України ΔDекол 1950 = 1830 ÷ 17774 D, ΔDекол 2010 = 3445 ÷ 19243 D (рис. 2, а);
для Ямалу ΔDекол 1950 = 10753 ÷ 22865 D, ΔDекол 2010 = 12253 ÷ 23564 D (див. рис. 2, б);
для “АВ” ΔDекол 1950 = –4061 ÷ 406 D, ΔDекол 2010 = –10848 ÷ –2727 D (рис. 2, в).
Віковий хід екологічної збуреності геомагнітного поля δ(ΔD)екол за 60 років знахо-

диться в межах 1180—1723 D для України, 402—1503 D для Ямалу та –6796—–6776 D 
для “АВ”. Відповідно до прийнятої “екологічної норми” збуреності геомагнітного поля 
(±10000 D) на Ямалі спостерігається її перевищення (див. рис. 2, б), що робить дану тери-
торію менш “комфортною” порівняно з Україною (див. рис. 2, а) в геомагнітному сенсі. 
Територія поблизу станції “АВ” характеризується інтенсивними часовими змінами прос-
торової та екологічної збуреності, що обумовлюється зменшенням магнітного поля близь-
ко 100 нТл/рік.

Згідно з одержаними даними (див. рис. 2), має місце незначне відхилення від до-
пустимої норми екологічної збуреності для території України і Ямалу, причому спостері-
гається зворотна картина порівняно зі збуреністю в районі станції “АВ”. Якщо для Украї-
ни та Ямалу збуреність геомагнітного поля відхиляється від норми в бік її збільшення, то 
для “АВ” — істотного зменшення. Порівняльний аналіз просторової та екологічної збу-
реності різних у “геомагнітному” відношенні регіонів показав, що даний параметр більш 
зручний для “екологічного” аналізу просторово-часових змін “геомагнітного” середовища, 
ніж геомагнітне поле. Це зумовлено тим, що при нормуванні вихідного поля до його “нор-
мальних значень”, або “екологічної норми” отримуємо безрозмірний параметр, в якому ві-
дображаються часові зміни як нормального поля, так і інтенсивність аномалій регіо наль-
ного та локального класів. З іншого боку, використання такого підходу до інших геофізич-
них полів дає можливість оцінювати їх комплексний екологічний вплив шляхом їх 
коректного зіставлення.
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ПРОСТРАНСТВЕННО-ВРЕМЕННАЯ ВОЗМУЩЕННОСТЬ 
ГЕОМАГНИТНОГО ПОЛЯ НЕКОТОРЫХ ТЕРРИТОРИЙ 
СЕВЕРНОГО И ЮЖНОГО ПОЛУШАРИЙ ЗЕМЛИ

Рассмотрена пространственно-временная возмущенность геомагнитного поля весьма различных в геомаг-
нитном отношении регионов высоких и средних широт в северном и южном полушариях Земли. С этой 
целью проанализирован модуль индукции геомагнитного поля территории Украины, Ямала (Россия) и в 
районе украинской антарктической станции “Академик Вернадский” (“АВ”) за период с 1950 по 2010 г. 
Показаны существенные пространственные изменения геомагнитного поля, а именно на эпоху 2010 г. для 
территории вблизи станции “АВ” модуль вектора индукции В в среднем на 10000 нТл меньше такового для 
Украины и на 20000 нТл — для Ямала. Также выявлены значительные временные изменения геомагнит-
ного поля — его рост на 1400 нТл для Украины и Ямала и уменьшение на 6000 нТл в районе станции “АВ”. 
Выполнена экологическая оценка геомагнитного поля.

Ключевые слова: геомагнитное поле, пространственно-временная возмущенность, экологическая норма.
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SPATIAL-TEMPORAL PERTURBATION OF THE GEOMAGNETIC 
FIELD OF CERTAIN TERRITORIES IN THE NORTHERN 
AND SOUTHERN HEMISPHERES OF THE EARTH

The article considers a spatial-temporal perturbation of the geomagnetic field for regions of high and middle 
latitudes of the northern and southern hemispheres of the Earth. For this purpose, the modulus of the induction 
of the geomagnetic fields of Ukraine, Yamal (Russia), and near the Ukrainian Antarctic station “Akademik 
Vernadsky” (“АV”) is analyzed for the period from 1950 to 2010. Essential spatial changes in the geomagnetic 
field are shown. So, for the 2010 epoch for the territory near the station, the modulus of the induction vector 
В“АV” is on the average by 10,000 nT less than its value on the territory of Ukraine and 20,000 nT – of Yamal. 
That is why significant temporal changes of the geomagnetic field were revealed: its increase by 1,400 nT for 
Ukraine and Yamal and a decrease by 6,000 nT in the area of the station “AV”. An ecological evaluation of the 
geomagnetic field is carried out.

Keywords: geomagnetic field, spatial-temporal perturbation, environmental standard.



72 ISSN 1025-6415. Dopov. Nac. akad. nauk Ukr. 2018. № 10

ОПОВІДІ
НАЦІОНАЛЬНОЇ 
АКАДЕМІЇ  НАУК
УКРАЇНИ

Перспективным направлением в создании лекарственных средств нового поколения яв-
ляется использование сложных композитных систем, в которых обычно входящие в состав 
таблетированных лекарственных форм сопутствующие вещества не только регулируют 
физико-химические свойства таблеток, но и активно участвуют в управлении фармако-
кинетикой, задерживая или облегчая высвобождение биологически активных веществ. Вы-
со кодисперсные кремнеземы, полученные пирогенным синтезом [1], давно используют в 
к ачестве наполнителей лекарственных форм, препятствующих их слеживанию и набу ханию 
[2, 3]. Кроме того, в результате многочисленных исследований установлено, что пирогенный 
нанокремнезем может сам выступать в виде лекарственного вещества, обеспечивающего 
эффективную детоксикацию организма, или в роли носителя лекарственных средств, повы-
шающих биоактивность иммобилизованных на нем препаратов [4, 5]. При этом мерой ак-
тивности носителя на процесс высвобождения лекарственных веществ может служить его 
влияние на энергию связывания воды. Действительно, чем прочнее межфазная вода связы-
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Особенности связывания воды 
в композитных системах SiO2/левомицетин 
и SiO2/левомицетин/АМ1
Представлено членом-корреспондентом НАН Украины В.В. Туровым

Методом низкотемпературной 1Н ЯМР спектроскопии изучено связывание воды в композитных системах 
на основе кремнезема с адсорбционно закрепленным на его поверхности левомицетином (SiO2/левомицетин) 
и c SiO2/левомицетин с метилкремнеземом (АМ1). Показано, что иммобилизация левомицетина приводит 
к некоторому повышению гидрофильных свойств и величины связывания воды. Замена воздуха жидкой ги-
дрофобной средой (CDCl3) сопровождается ростом величины межфазной энергии на 0—30 %, а введение в 
композит АМ1 — ее увеличением более чем в четыре раза, что позволяет использовать такие композитные 
системы для создания препаратов пролонгированного действия.

Ключевые слова: нанокремнезем, левомицетин, метилкремнезем, низкотемпературная ЯМР 1Н спектро-
скопия, межфазная энергия.
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вается с поверхностью, тем медленнее должна происходить десорбция связанных с поверх-
ностью веществ, которые перед их попаданием в биологические жидкости должны преодо-
леть приповерхностный слой связанной воды. Повышая энергию связывания воды с по-
мощью введения в композитную систему активных добавок, можно управлять скоростью 
десорбции и создавать препараты пролонгированного действия.

Целью настоящего исследования являлась оценка воздействия на энергию связывания 
воды в модельной композитной системе, созданной на основе уплотненного гидрофильно-
го кремнезема SiO2 [6] и левомицетина (Lev) [7], добавки твердого метилкремнезема (АМ1) 
и жидкого дейтерохлороформа (CDCl3).

Экспериментальная часть. В качестве метода исследования была выбрана низкотем пе-
ратурная 1Н ЯМР спектроскопия [8, 9], с помощью которой по понижению температуры 
замерзания межфазной воды можно следить за изменением свободной энергии Гиббса в 
слое незамерзающей воды и распределением по радиусам кластеров воды, находящейся в 
межчастичных зазорах кремнезема.

В качестве носителя Lev использовали гидроуплотненный нанокремнезем SiO2 с на-
сып ной плотностью 300 мг/мл, произведенный в соответствии с методикой, описанной в 
[6]. Нанесение на его поверхность Lev осуществляли путем совместного перетирания наве-
сок кремнезема и Lev (99 : 1) в агатовой ступке в течение 15 мин. Полученный композитный 
материал использовали как основу для дальнейшего структурного модифицирования. Часть 
его подвергали дополнительной механической нагрузке в присутствии 1200 мг/г воды, при 
этом его насыпная плотность увеличивалась до 600 мг/мл. К остальной части материала 
перед его увлажнением добавлялось равное по массе количество гидрофобного кремнезема 
(АМ1). После чего образец подвергали механической нагрузке до формирования од-
нородного композитного материала с насыпной плотностью 210 мг/мл (интенсивное пере-
тирание в фарфоровой ступке в течение 30 мин). Таким образом, получали четыре образца, 
содер жащих равное количество адсорбированной воды (1200 мг/г). Использовались нано-
крем не земы SiO2 и АМ1 производства Калушского опытно-экспериментального завода 
Ин сти тута химии поверхности им. А.А. Чуйко НАН Украины.

Спектры 1Н ЯМР снимали на ЯМР спектрометре высокого разрешения (Va rian Mercu-
ry) с рабочей частотой 400 МГц. Использовали восемь 60° зондирующих импульсов дли-
тель ностью 1 мкс при ширине полосы 20 кГц. Температуру в датчике ре гу лировали термо-
приставкой Bruker VT-1000 с точностью ±1 град. Измерения проводили в 5-мм измери-
тельных ампулах. В качестве гидрофобной дисперсионной среды использо вали хлороформ 
(CDCl3), в котором содержание дейтерия составляло 99,9 %. Для определения связывания 
воды в композитах измеряли температурные зависимости интенсив ности сигнала не за мер-
заю щей воды в процессе нагревания образцов от 200—210 К до 285 К. При этом интенсив-
ность сигналов определяли путем интегрирования спектров с использованием процедуры 
корректировки нулевой линии. Точность интегрирования была не меньше ±10 %. Посколь-
ку количество воды в образцах было постоянным и равным 1200 мг/г, по интенсивнос тям 
сигналов рассчитывали зависимости концентрации незамерзающей воды (Сuw) от темпе  ра-
туры, а на их основе с использованием эмпирического соотношения, полученного на основе 
температурного изменения свободной энергии Гиббса для льда (ΔG = 0,036(T – 273)) [10], 
рассчитывали зависимость ΔG(Сuw), интегрирование которой во всем диапазоне изменения 
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Сuw позволяло оценить межфазную энергию воды, определяющую суммарное понижение 
свободной энергии воды, обусловленное присутствием границ раздела фаз (γs) [8, 9].

max

0

( )
uwC

S uw uwK G C dCγ = − Δ∫ .  (1)

где 
max
uwC  — общее количество незамерзающей воды при Т = 273 К.

Распределения по радиусам кластеров адсорбированной воды рассчитывали в соответ-
ствии с уравнением Гиббса—Томсона:

,
,

2
( ) ,sl m

m m m
f

T
T T R T

H R
∞

∞
σ

Δ = − =
Δ ρ

 (2)

где Tm(R) — температура плавления льда, локализованного в порах радиуса R; Tm, ∞ — тем-
пература плавления объемного льда; ρ — плотность твердой фазы; σsl — энергия взаимо-
действия твердого тела с жидкостью; ΔHf — объемная энтальпия плавления. Для практи-
ческого использования уравнение (1) можно применять в виде ΔTm = (k/R), в котором кон-
станта k для многих гетерогенных систем, содержащих воду, близка к 50 град·нм [11].

Результаты и их обсуждение. Снятые при разных температурах спектры 1Н ЯМР не-
замерзающей воды для композитных систем, приготовленных на основе SiO2/Lev и SiO2/
Lev+AM1, приведены на рис. 1. Измерения проводились в воздушной среде или среде 
CDCl3. В воздушной среде вода наблюдается в виде одного сигнала, химический сдвиг ко-
торого с нагреванием уменьшается от 7—9 м. д. при Т = 210 К до 4,5—5 м. д. при Т = 285 К, что 

Рис. 1. Снятые при разных температурах спектры 1Н ЯМР незамерзающей воды в композитных системах 
SiO2/Lev (а, б, г, д) и SiO2/Lev+AM1 (в, е) в воздушной среде (а, б, в) и в среде CDCl3 (г, д, е)
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связано с уменьшением степени ассоциированности адсорбированной воды [8]. При из-
мерениях в среде CDCl3 в спектрах могут появляться сигналы воды с разной ассоци-
ированностью (см. рис. 1, г) и слабо интенсивные сигналы слабоассоциирован ной воды 
(δH = 0—2 м. д.).

На рис. 2 приведены зависимости интенсивности сигналов незамерзающей воды от тем-
пературы и полученные на их основе зависимости изменения свободной энергии Гиббса от 
концентрации незамерзающей воды, построенные в координатах ΔG(T)(Cuw). С помощью 
интегрирования зависимостей ΔG(Cuw) в 
соответствии с формулой (1) могут быть 
рассчитаны значения межфазной энергии 
изученных систем, а из температурных за-
виси мостей Cuw(T) в соответствии с фор-
мулой (2) — распределения по радиусам 
кластеров адсорбированной воды.

Полученные результаты суммированы 
на рис. 3. На рис. 3, б приведены также зна-
чения межфазных энергий для исходного 
уплотненного SiO2 без иммобилизованно-
го на его поверхности Lev. В соответствии 
с данными рис. 3, б, при СH2O = 1200 мг/г 
для исходного SiO2 γS = 7,7 Дж/г.

Такой эффект наблюдается для боль-
шого количества гидрофильных материа-

Рис. 2. Зависимости концентрации незамерзающей 
воды от температуры и изменения свободной энер-
гии Гиббса от концентрации незамерзающей воды, 
постро енные в координатах ΔG(T)(Cuw)

Рис. 3. Распределения по радиусам кластеров воды, 
адсорбированной в композитных системах SiO2/Lev и 
SiO2/Lev+AM1 (а) и диаграмма изменения величины 
межфазной энергии воды при варьировании насыпной 
плотности и состава системы (б)



76 ISSN 1025-6415. Dopov. Nac. akad. nauk Ukr. 2018. № 10

Т.В. Крупская, А.А. Ругаль, В.В. Туров

лов [8, 9]. Lev (хлорамфеникол) — вещество, плохо растворимое в воде и практически не 
раствори мое в слабополярных органических растворителях. Его структурная формула

Молекулы хлорамфеникола содержат несколько типов гидрофильных центров, бла-
годаря которым при иммобилизации его на поверхности кремнезема можно ожидать не-
которого роста ее гидрофильности. Действительно, для композита SiO2/Lev (при ρd = 
= 300 мг/мл) по сравнению с исходным SiO2 (см. рис. 3, б) наблюдается некоторое возрас-
тание энергии связывания адсорбированной воды (в воздушной среде γS  = 9 Дж/г). Однако 
в отличие от исходного кремнезема гидрофобная дисперсионная среда не уменьшает, а уве-
личивает связывание воды с поверхностью (γS = 11,5Дж/г). Это происходит благодаря 
уменьшению среднего радиуса кластеров адсорбированной воды (см. рис. 3, а). Рост на-
сыпной плотности композита, который имеет место при высоких механических нагрузках, 
прилагаемых к образцу, влечет за собой дальнейшее повышение связывания адсорбиро-
ванной воды, как в воздушной, так и в жидкой гидрофобной среде (γS= 11 и 18 Дж/г соот-
ветственно). При этом на поверхности композитной системы стабилизируются кластеры 
адсорбированной воды, средний радиус которых составляет 18 нм (см. рис. 3, а).

Можно было ожидать, что приготовление композитной системы на основе смеси 1 : 1 
SiO2 и AM1 приведет к существенному уменьшению энергии связывания воды, поскольку 
гидрофобный кремнезем способен стабилизировать воду в виде микронных капель, ок-
руженных частицами самого кремнезема [12]. Однако наблюдается противоположный эф-
фект — в композитной системе SiO2/Lev+AM1 величина γS сильно увеличивается и со-
ставляет 45 Дж/г, а средний радиус кластеров адсорбированной воды уменьшается до 
R = 13 нм. Наиболее вероятно, что при формировании гидрофильно-гидрофобной компо-
зитной системы, содержащей Lev, частицы AM1, включенные в зазоры между частицами 
гидрофильного SiO2, препятствуют формированию больших кластеров межфазной воды. 
Одновременно происходит уменьшение влияния на величину межфазной энергии присут-
ствия жидкой гидрофобной среды (рис. 3, б).

Таким образом, в композитных системах, содержащих равные количества гидрофиль-
ного и гидрофобного кремнеземов, появляется возможность существенного повышения 
связывания воды, что может быть использовано при разработке препаратов пролонгирован-
ного действия.
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ОСОБЛИВОСТІ ЗВ’ЯЗУВАННЯ ВОДИ 
В КОМПОЗИТНИХ СИСТЕМАХ SiO2/ЛЕВОМІЦЕТИН 
І SiO2/ЛЕВОМІЦЕТИН/АМ1

Методом низькотемпературної 1Н ЯМР спектроскопії вивчено зв’язування води в композитних системах 
на основі кремнезему з адсорбційно закріпленим на його поверхні левоміцетином (SiO2/левоміцетин) та 
SiO2/левоміцетин з метилкремнеземом (АМ1). Показано, що іммобілізація левоміцетину обумовлює пев-
не зростання гідрофільних властивостей та величини зв’язування води. Заміна повітря на рідке гідро-
фобне середовище (CDCl3) супроводжується зростанням величини міжфазної енергії на 0—30 %, а вве-
дення в композит АМ1 — до її збільшення більш ніж у чотири рази, що дає можливість використовувати 
такі композитні системи  для створення препаратів пролонгованої дії.

Ключі слова: нанокремнезем, левоміцетин, метилкремнезем, низькотемпературна ЯМР 1Н спектроскопія, 
міжфазна енергія.
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WATER BOUNDING PECULIARITIES IN SiO2/LAEVOMYCETIN 
AND SiO2/LAEVOMYCETIN/АМ1 COMPOSITE SYSTEMS

Water bounding in a silica-based system containing adsorbed laevomycetin:(SiO2/ laevomycetin) and SiO2/ 
laevomycetin with addition AM1(methylsilica) are studied by low-temperature 1Н NMR spectroscopy. It is 
re vealed that the laevomycetin immobilization leads to a certain extent of hydrophilic properties and the amount 
of bounded water. It is shown that the replacement of air by liquid media (CDCl3) initiates increasing the in-
terfacial energy up to 30 %. For the same time, the addition of AM1 into the mentioned system led to the 
quadruplication of the interfacial energy. Consequently, this is a promising way to use such systems for the 
creation of retarded drugs.

Keywords: nanosilica, laevomycetin, methylsilica, low-temperature 1Н NMR spectroscopy, interfacial energy.
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Відомо, що неофлавони (4-арилкумарини) як окрема група належать до одного з найваж-
ливіших класів оксигеновмісних природних сполук — флавоноїдів, найчастіше зустріча-
ються у вигляді гідрокси-, метокси-, ацилоксипохідних, а також містять у своїй структурі 
анельовані до кумаринового циклу фурановий та пірановий гетероцикли [1, 2]. Так, із рос-
лини Calophyllum inophyllum [3] вилучений інофілум С (або транс-(+)-інофілолід) — інгі-
бітор транскриптази ВІЛ-1 [4] (рисунок, а); з рослин Anethum та Petroselinum  виділений 
гра веолон — потужний фотосенсибілізуючий агент, засіб для лікування депігментації шкіри 
та псоріазу [5] (рисунок, б).

Синтез піранонеофлавонів та спіропіранонеофлавонів здійснений нами шляхом добу-
дови піранової системи до кумаринової. Раніше вже були отримані піранонеофлавони лі-
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синтетичних аналогів природного гравеолону та досліджено їх взаємодію із гідрохлоридом гідроксиламіну. 
Показано, що реакція проходить селективно з утворенням відповідних оксимів — зручних реагентів із до-
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Приклади природних піранокумаринів
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нійної будови [6, 7] — 8,8,10-триметил-4-феніл-7,8-дигідропірано[3,2-g]хромен-2,6-діон (2) 
та 10′-метил-6′-феніл-3′H-спіро[циклогексан-1,2′-пірано[3,2-g]-хромен]-4′,8′-діон (3) із за-
стосуванням конденсації Каббе орто-гідроксіацетилнеофлавону 1 з ацетоном та циклогек-
саноном. У даній роботі нами оптимізована методика синтезу спіропіранонеофлавонів із 
використанням як карбонільної компоненти 1-(трет-бутил)піперидин-4-ону та моноети-
лен ацеталю 1,4-циклогександіону. Реакція проходила із застосуванням 4 екв. вказаних ке-
тонів та піролідином як основи в ацетонітрилі з утворенням спіропіранонеофлавонів 4 та 5  
з виходами 76 та 69 % відповідно.

Про утворення сполук 2—5 свідчать дані спектроскопії 1Н ЯМР.  Так, для вихідної спо-
луки 1 — орто-гідроксіацетилнеофлавону — чiтко спостерiгається синглет при 12,96 м. ч., 
який відповідає OH-групi, а також синглет ацетильної групи при 2,53 м. ч. У спектрах от-
риманих (спіро)піранонеофлавонів 2—5 вказані сигнали вже не спостерігаються; для от-
риманих сполук 2—5 наявні двопротонні синглети при 2,56—2,78 м. ч., які відповідають 
СН2-групі піран-4-онового циклу. Для сполуки 2 у спектрі з’являється синглет при 1,38 м. ч. 
від метильних груп, для сполуки 3 з’являється набiр мультиплетiв при 1,33, 1,55 та 1,96 м. ч., 
що відповідає спіроциклогексановому циклу. В спектрі сполуки 4 наявний синглет при 
1,42 м. ч. від трет-бутилового фрагмента. Сполука 5 в 1Н ЯМР спектрі має три мульти -
п лети від циклогексанового фрагмента при 1,57—2,02 м. ч. та сигнал у вигляді синглету при 
3,90 м. ч. від —CH2— діоксоланового фрагмента. Також у спектрах 13С ЯМР сполук 2—5 є сиг-
нали при 80,1–80,9 м. ч., які вiдповiдають четвертинному атому карбону спіропірано нової 
системи.

У результаті кислотного гідролізу сполук 4 та 5 у спиртовому розчині з додаванням 
хлороводневої кислоти отримано сполуки 6 та 7 відповідно, які містять у своїй структурі 
додаткові реакційні центри, корисні для подальшої модифікації. Про утворення сполуки 
6 свідчать два сигнали в 1Н ЯМР спектрі при 3,25 та 2,14 м. ч., характерні для —CH2— пі-
перидинового фрагмента, а сигнал від —NH— знаходиться при 9,59 м. ч. Про утворення спо-
луки 7 свідчить відсутність сигналів у 1Н ЯМР спектрі від —СН2— груп діоксоланового 
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фрагмента, а мультиплети від циклогексанового фрагмента знаходяться в більш слабко-
му полі — в області 2,11—2,35 м. ч.

З літературних джерел відомо, що проведення структурної модифікації піраноку ма-
ринової системи мало досліджувалося, незважаючи на перспективність даної гетероцик-
лічної системи з хімічної точки зору. З іншого боку, взаємодія кумаринів з нуклеофільними 
реагентами може проходити з розкриттям кумаринової системи [8]. Тому цікаво було б до-
слідити насамперед поведінку отриманих нами піранонеофлавонів та спіропіранонео фла-
во нів у реакціях з гідрогенхлоридом гідроксиламіну як нуклеофільного реагенту.

Нами досліджено взаємодію піранонеофлавону 2 з гідрогенхлоридом гідроксиламіну в 
спиртовому розчині. Виявилося, що у разі тривалого нагрівання вихідних сполук із засто-
суванням великого надлишку нуклеофільного реагенту взаємодія не відбувалася — був ви-
ділений вихідний піранокумарин 2. Наступним кроком було дослідження взаємодії (спіро)
піранонеофлавонів з гідрогенхлоридом гідроксиламіну в піридині. Цікаво, що незалежно 
від кількості гідрогенхлориду гідроксиламіну (3—10 екв.) взаємодія піранонеофлавонів 
2—5 відбувалася селективно, виключно по екзоциклічному атому оксигену хроман-4-
онового фрагмента, не зачіпаючи екзоциклічний атом оксигену бензопіран-2-онової систе-
ми. Реак ція проходила з 3 екв. гідрогенхлориду гідроксиламіну в піридині при нагріванні та 
супроводжувалась отриманням виключно оксимів піранонеофлавонів та спіро пірано не о-
флаво нів — сполук 8—12 з високими виходами. Слід зазначити, що у разі використання 
надлишку нуклеофільного реагенту (до 10 екв.) вихід продукту збільшувався до 94 %, а ку-
маринова система залишалася без змін.

Про цілісність кумаринової системи свідчать наявні в спектрах 1Н ЯМР синглети при 
6,12—6,15 м. ч., які є характерними для бензопіран-2-онової системи. Про утворення 
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оксимів 8—11 свідчить поява в спектрах 1Н ЯМР сигналів у вигляді синглетів при 11,11–
11,28 м. ч., характерних для =NOH групи.

Наступний кислотний гідроліз сполуки 10 в спиртовому розчині з додаванням хлоро-
водневої кислоти супроводжувався утворенням оксиму спіропіранонеофлавону 13 з додат-
ковою карбонільною групою:

Про утворення сполуки 13 свідчить втрата сигналів ⎯СН2⎯ груп від оксаланового 
фрагмента та зміщення сигналів циклогексанового фрагмента в більш слабку область — 
1,67—2,14 м. ч.

Подальша взаємодія оксиму спіропіранонеофлавону 13 з гідрогенхлоридом гідроксил-
аміну в піридині проходила з утворенням сполуки 14 з двома залишками =NOH у своїй 
структрурі. Сполука 14 також отримана нами в одну стадію у результаті нагрівання сполуки 
7 з 10 екв. гідрогенхлориду гідроксиламіну в піридині:

Про наявність двох оксимних груп в отриманій сполуці 14 свідчить поява двох уши-
рених синглетів при 11,26 м. ч. та 10,28 м. ч.

Таким чином, в результатi дослiджень нами отримано ряд пiранонеофлавонiв та спiро-
пiранонеофлавонiв лiнiйної будови — аналогiв природної сполуки гравеолону. Досліджено 
взаємодію отриманих (спіро)піранонеофлавонів із гідрогенхлоридом гідроксиламіну, яка 
проходить селективно по екзоциклічному атому оксигену піранонового фрагмента. Отри-
ма ні оксими (спiро)пiранонеофлавонiв є зручними реагентами із додатковими функціо-
нальними групами для проведення подальшої структурної  модифікації.

Експериментальна частина. Контроль за проходженням реакції, чистотою та індивіду-
альністю одержаних продуктів здійснювався методом ТШХ на пластинках Merck 60 F254 з 
використанням як елюента системи розчинників CHCl3—MeOH, 9 : 1. Спектри 1Н та 
13С ЯМР зареєстровані на приладі “Varian Mercury 400”. Температуру плавлення вимірю-
вали, використовуючи високотемпературний мікроскоп Leica Galen III. Використані роз-
чинники очищували та осушували стандартними методами.

6-Ацетил-7-гiдрокси-8-метил-4-фенiл-2Н-хромен-2-он (1) отриманий за методикою, 
наведеною в [9].
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8,8,10-Триметил-4-феніл-7,8-дигідропірано[3,2-g]хромен-2,6-діон (2) отриманий за 
методикою, наведеною в [6, 7].

10′-Метил-6′-феніл-3′H-спіро[циклогексан-1,2′-пірано[3,2-g]-хромен]-4′,8′-діон 
(3) отриманий за методикою, наведеною в [7].

Загальна методика синтезу спіропіранонеофлавонів (сполук 4, 5). Розчин 6-ацетил-7-
гiдрокси-8-метил-4-фенiл-2Н-хромен-2-ону (1 екв.) з 4 екв. 1-(трет-бутил)піперидин-4-
ону або 1,4-циклогександіон моноетилен ацеталю в ацетонiтрилi (50 мл) перемішували при 
кімнатній температурі; після повного розчинення до розчину додавали 2,5 екв. піролiдину 
та нагрiвали реакційну суміш протягом 4—6 год при 100 °C; перебіг реакції контролювали за 
допомогою ТШХ. Пiсля проходження реакції та охолодження реакційної суміші додавали 
дистильовану воду (250 мл) і пiдкисляли розбавленою HCl до слабкокислого pH. Утворений 
осад вiдфiльтровували i кристалiзували з метилового спирту.

1-(Трет-бутил)-10′-метил-6′-феніл-3′H-спіро[піперидин-4,2′-пірано[3,2-g]-
хромен]-4′,8′-діон (4). Вихід 87 %, брутто-формула C27H29NO4. Т. пл. 228—229 °C. Спектр 
1H ЯМР (400 МГц, DMSO-d6:CCl4, δ, м. ч.): 1,42 (9H, с, t-Bu-), 1,68 (2H, м, CH2-3), 1,93 (2H, 
м, CH2-5), 2,37 (3H, с, CH3-10′), 2,78 (2H, с, CH2-3′), 3,17 (2H, м, CH2-2), 3,84 (2H, м, CH2-6), 
6,22 (1H, с, H-7′), 7,45 (2H, м, 6′-Ph: H-2′′, H-6′′), 7,56 (3H, м, 6′-Ph: Н-3′′, Н-4′′, Н-5′′), 7,71 
(1H, c, H-5′). Спектр 13C ЯМР (100 МГц, DMSO-d6:CCl4, δ, м. ч.): 8,8 (CH3-10′), 28,5×3 
(t-Bu-), 40×4 ((—CH2)2N(CH2)2—), 46,8 (C-3′), 79,5 (—CN—), 80,1 (C-2′), 113,2 (C-5a), 
114,1(C-7′), 114,8 (C-4a), 117,4 (C-10′), 122,9 (C-5′); 130,0×2, 129,5×2, 129,1×2 (C6H5-6′); 
153,9 (С-9а), 155,7 (C-6′), 156,8 (C-10a), 159,5 (C-8′), 190,9 (C-4′).

(10′-Метил-6′-феніл-3′H-спіро[1,4-діоксаспіро[4,5]декан[3,2-g]хромен]-4′,8′-діон 
(5). Вихід 87 %, брутто-формула C26H24O6. Т. пл. 222—223 °C, M/Z, %: [433], 99 %. Спектр 
1H ЯМР (400 МГц, DMSO-d6:CCl4, δ, м. ч.): 1,57—2,02 (8H, м, —(CH2)4—), 2,36 (3H, с, СH3-
10′), 2,56 (2H, с, СH2-3′), 3,90 (4H, с, —OCH2CH2O—), 6,23 (1H, с, H-7′), 7,46 (2H, м, 6′-Ph: 
H-2′′, H-6′′), 7,57 (3H, м, 6′-Ph - Н-3′′, Н-4′′, Н-5′′), 7,71 (1H, c, H-5′). Спектр 13C ЯМР 
(100 МГц, DMSO-d6 : CCl4, δ, м. ч.): 8,4 (CH3-10′), 32,1×2; 30,4×2 ((—(CH2)2—)2), 47,1 
(C-3′), 64,2×2 (—OCH2CH2O—), 80,9 (C-2′), 107,3 (C-5a), 112,9 (C-7′), 113,3 (C-4a), 114,7 
(C-10′), 123,0 (C-5′); 130,7×2, 129,9×2, 129,2×2 (C6H5-6′); 155,6 (C-6′), 156,9 (С-9а), 159,2 
(C-10a), 159,5 (C-8′), 191,1 (C-4′).

Загальна методика синтезу сполук 6 та 7. 1 ммоль сполуки 4 або 5 розчиняли в 5 мл 
метанолу та додавали 1 мл концентрованої соляної кислоти, після чого суміш нагрівали до 
50 °C протягом 4 год. Після охолодження реакційної суміші додавали 10 мл води та фільтру-
вали. Утворений осад кристалізували в пропан-2-олі.

10′-Метил-6′-феніл-3′H-спіро[піперидин-4,2′-пірано[3,2-g]хромен]-4′,8′-діон (6). 
Ви хід 60 %, брутто-формула C23H21NO4. Т. пл. .255 °C, M/Z, %: [376], 100 %. Спектр 1H 
ЯМР (400 МГц, DMSO-d6:CCl4, δ, м. ч.): 2,14 (4H, уш. с, CH2-2, CH2-6), 2,40 (3H, с, СH3-10′), 
2,87 (2H, с, СH2-3′), 3,25 (4H, м, CH2-3, CH2-5), 6,23 (1H, с, H-7′), 7,45 (2H, м, 6′-Ph: H-2′′, 
H-6′′), 7,56 (3H, м, 6′-Ph: Н-3′′, Н-4′′, Н-5′′), 7,72 (1H, c, H-5′), 9,59 (1H, с, =NH). Спектр 13C 
ЯМР (100 МГц, DMSO-d6:CCl4, δ, м. ч.): 8,6 (CH3-10′), 41,0×2; 30,7×2 ((—CH2)2N(CH2)2—), 
46,7 (C-3′), 77,9 (C-2′), 113,1 (C-5a), 113,4 (C-7′), 123,2 (C-5′), 157,1 (C-6′); 130,4×2, 129,8×2, 
128,9×2 (C6H5-6′); 114,9 (C-4a), 117,3 (C-10′), 155,7 (С-9а), 158,4 (C-10a), 159,5 (C-8′), 
190,3 (C-4′).
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10′-Метил-6′-феніл-3′H-спіро[циклогексан-1,2′-пірано[3,2-g]хромен]-4,4′,8′-
тріон (7). Вихід 81 %, брутто-формула C24H20O5. Т. пл. .255 °C, M/Z, %: [389], 100 %. 
Спектр 1H ЯМР (400 МГц, DMSO-d6:CCl4, δ, м. ч.): 2,11—2,35 (6H, м, CH2-2, CH2-3, CH2-5), 
2,39 (3H, с, СH3-10′), 2,64 (2Н, м, CH2-6), 2,89 (2H, с, СH2-3′), 6,25 (1H, с, H-7′), 7,48 (2H, м, 
6′-Ph: H-2′′, H-6′′), 7,58 (3H, м, 6′-Ph: Н-3′′, Н-4′′, Н-5′′), 7,74 (1H, c, H-5′), Спектр 13C ЯМР 
(100 МГц, DMSO-d6:CCl4, δ, м. ч.): 8,4 (CH3-10′), 36,4×2; 34,6×2 ((—CH2)2 CO(CH2)2—), 46,4 
(C-3′), 80,5 (C-2′), 113,0 (C-5a), 113,5 (C-7′), 114,0 (C-4a), 115,0 (C-10′), 123,0 (C-5′), 156,9 
(C-6′), 159,7 (C-8′); 131,0×2, 130,5×2, 129,7×2 (C6H5-6′), 159,2 (С-9а), 160,0 (C-10a), 190,1 
(C-4′), 209,3 (—(CH2)2CO(CH2)2—).

Загальна методика синтезу оксимів піранонеофлавонів та спіропіранонеофлавонів  
(сполук 8–12). Розчин сполуки 2—6 (1 екв.) та гідрогенхлориду гiдроксиламiну (3 екв.) в 
пiридинi перемiшували протягом 4—6 год при 110 °C; перебіг реакції контролювали за допо-
могою ТШХ. Пiсля проходження реакції та охолодження реакційної суміші доливали дис-
тильовану воду (250 мл), потiм концентровану оцтову кислоту (25 мл) до слабокислого pH. 
Осад відфільтровували, промивали водою та кристалізували з 2-пропанолу.

6-(Гідроксііміно)-8,8,10-триметил-4-феніл-7,8-дигідропірано[3,2-g]хромен-
2(6H)-он (8). Вихід 79 %, брутто-формула C21H19NO4. Т. пл. 249—250 °C, M/Z, %: [350], 
94 %. Спектр 1H ЯМР (400 МГц, DMSO-d6:CCl4, δ, м. ч.): 1,39 (6H, с, 2×Me-2′), 2,27 (3H, с, 
СH3-10′), 2,78 (2H, с, СH2-3′), 6,12 (1H, с, H-7′), 7,46 (2H, м, 4-Ph: H-2′, H-6′), 7,54 (3H, м, 
4-Ph: Н-3′, Н-4′, Н-5′), 7,73 (1H, c, H-5), 11,14 (1H, с, NOH). Спектр 13C ЯМР (100 МГц, 
DMSO-d6:CCl4, δ, м. ч.): 8,6 (СH3-10′), 27,2×2 (СН3-8), 33,5 (С-7), 77,5 (С-8), 112,3 (C-4a), 
112,9 (C-3), 113,9 (C-5a), 119,2 (С-5); 130,6×2, 130,0×2, 129,4×2 (C6H5-4); 146,6 (С-6), 153,6 
(С-10а) 155,3 (C-4), 156,3 (C-9a), 160,2 (C-2).

4′-(Гідроксііміно)-10′-метил-6′-феніл-3′H-спіро[циклогексан-1,2′-пірано[3,2-g]-
хромен]-8′(4′H)-он (9). Вихід 93 %, брутто-формула C24H23NO4. Т. пл. 126—127 °C, 
M/Z, %: [390], 92 %. Спектр 1H ЯМР (400 МГц, DMSO-d6:CCl4, δ, м. ч.): 1,32—1,90 (10H, м, 
—(CH2)5—), 2,34 (3H, с, СH3-10′), 2,78 (2H, с, СH2-3′), 6,12 (1H, с, H-7′), 7,46 (2H, м, 6′-Ph: 
H-2′′, H-6′′), 7,54 (3H, м, 6′-Ph — Н-3′′, Н-4′′, Н-5′′), 7,71 (1H, c, H-5′), 11,11 (1H, с, NOH). 
Спектр 13C ЯМР (100 МГц, DMSO-d6:CCl4, δ, м. ч.): 8,5 (CH3-10′), 25,2 (C-3′), 34,6×2; 21,8×2; 
26,1 ((CH2)5-2′), 77,8 (C-2′), 112,1 (C-5a), 112,9 (C-7′), 114,2 (C-4a), 115,8 (C-10′), 119,2 
(C-5′); 131,0×2, 130,1×2, 128,9×2 (C6H5-6′); 153,5 (C-4′), 154,4 (С-9а), 154,6 (C-6′), 156,1 
(C-10a), 159,9 (C-8′).

4′-(Гідроксііміно)-10′-метил-6′-феніл-3′H-спіро[1,4-діоксаспіро[4,5]декан[3,2-g]-
хромен]-8′-он (10). Вихід 75 %, брутто-формула C23H22N2O4. Т. пл. 235—236 °C, M/Z, %: 
[448], 90 %. Спектр 1H ЯМР (400 МГц, DMSO-d6:CCl4, δ, м. ч.): 1,56—1,88 (8H, м, CH2-2, 
CH2-3, CH2-5, CH2-6), 2,32 (3H, с, CH3-10′), 2,76 (2H, с, H-3′), 3,88 (4H, с,—OCH2CH2O—), 
6,15 (1H, с, H-7′), 7,45 (2H, м, 6′-Ph — H-2′, H-6′), 7,54 (3H, м, 6′-Ph : Н-3′, Н-4′, Н-5′), 7,76 
(1H, c, H-5′), 11,28 (1H, с, NOH). Спектр 13C ЯМР (100 МГц, DMSO-d6:CCl4, δ, м. ч.): 8,3 
(CH3-10′), 30,4×2; 25,9×2; (—(—CH2)4—), 32,6 (C-3′), 64,2×2 (—OCH2CH2O—), 77,1 (C-2′), 
107,7 (C-5a), 112,4 (C-7′), 113,1 (C-4a), 115,8 (C-10′), 119,2 (C-5′); 129,9×2, 129,3×2, 128,8×2 
(C6H5-6′), 146,2 (C-4′), 153,5 (С-9a), 154,4 (C-6′), 156,1 (C-10a), 160,1 (C-8′).

1-(Трет-бутил)-4′-(гідроксііміно)-10′-метил-6′-феніл-3′H-спіро[піперидин-4,2′-
пірано[3,2-g]хромен]-8′(4′H)-он (11). Вихід 82 %, брутто-формула C27H30N2O4. Т. пл. 
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229—230 °C. Спектр 1H ЯМР (400 МГц, DMSO-d6:CCl4, δ, м. ч.): 1,4 (9H, с, (CH3)3CN=), 
1,61 (2H, м, —CH2CH2NCH2CH2—3), 1,81 (2H, м, —CH2CH2NCH2CH2—), 2,35 (3H, с, CH3-10′), 
2,79 (2H, с, H-3′), 3,17 (2H, м, —CH2CH2NCH2CH2— (у D2O)), 3,81 (2H, м, —CH2CH2NCH2CH2—), 
6,14 (1H, с, H-7′), 7,45 (2H, м, 6′-Ph — H-2′′, H-6′′), 7,54 (3H, м, 6′-Ph - Н-3′′, Н-4′′, Н-5′′), 7,73 
(1H, c, H-5′), 11,23 (1H, с, NOH). Спектр 13C ЯМР (100 МГц, DMSO-d6:CCl4, δ, м. ч.): 8,5 
(CH3-10′), 28,6×3 (CH3 — t-Bu), 32,8 (C-3′), 40×4 ((—CH2)2N(CH2)2—), 76,1 (CN), 79,2 
(C-2′), 113,0 (C-7′); 130,8×2, 130,4×2, 129,5×2 (C6H5-6′), 112,6 (C-5a), 114,4 (C-4a), 115,8 
(C-10′), 119,0 (C-5′), 153,6 (C-4′), 154,1 (С-9а), 154,3 (C-6′), 155,8 (C-10a), 160,0 (C-8′).

4′-(Гідроксііміно)-10′-метил-6′-феніл-3′H-спіро[піперидин-4,2′-пірано[3,2-g]-
хромен]-8′(4′H)-он (12). Вихід 94 %, брутто-формула C26H25NO6. Т. пл. 165—166 °C, 
M/Z, %: [391], 100 %. Спектр 1H ЯМР (400 МГц, DMSO-d6:CCl4, δ, м. ч.): 1,90—2,01 (4H, м, 
CH2-2, CH2-6), 2,38 (3H, с, CH3-10′). 2,76 (2H, с, H-3′), 3,22 (4H, м, CH2-3, CH2-5), 6,15 
(1H, с, H-7′), 7,45 (2H, м, 6′-Ph: H-2′′, H-6′′), 7,54 (3H, м, 6′-Ph: Н-3′, Н-4′, Н-5′), 7,73 (1H, c, 
H-5′), 9,59 (1H, с, NH), 11,28 (1H, с, NOH). Спектр 13C ЯМР (100 МГц, DMSO-d6:CCl4, δ, м. 
ч.): 8,7 (CH3-10′), 32,4 (C-3′), 41,0×4 ((—CH2)2N(CH2)2—), 74,3 (C-2′), 112,8 (C-5a), 113,3 
(C-7′), 114,5 (C-4a), 115,7 (C-10′), 119,2 (C-5′); 130,5×2, 130,1×2, 129,4×2 (C6H5-6′); 145,3 
(C-4′), 155,9 (C-9a), 153,5 (С-10а), 153,6 (C-6′), 160,0 (C-8′).

4′-(Гідроксііміно)-10′-метил-6′-феніл-3′H-спіро[циклогексан-1,2′-пірано[3,2-g]-
хромен]-4,8′(4′H)-діон (13). 1 ммоль сполуки 10 розчиняли в 5 мл пропан-2-олу та дода-
вали 5 мл концентрованої соляної кислоти, після чого суміш нагрівали до 50 °C протягом 
4 год. Після охолодження реакційної суміші додавали 10 мл води та фільтрували. Утворений 
осад кристалізували в пропан-2-олі. Вихід 89 %, C24H21NO5. Спектр 1H ЯМР (400 МГц, 
DMSO-d6:CCl4, δ, м. ч.): 1,67—2,14 (8H, м, —(CH2)2CO(CH2)2—), 2,39 (3H, с, CH3-10′), 2,86 
(2H, s, CH2-3′), 6,22 (1H, с, H-7′), 7,45 (2H, м, 6′-Ph - H-2′′, H-6′′), 7,54 (3H, м, 6′-Ph — Н-3′′, 
Н-4′′, Н-5′′), 7,76 (1H, c, H-5′), 11,26 (1H, с, NOH-6).

4,4′-Біс(гідроксііміно)-10′-метил-6′-феніл-3′H-спіро[циклогексан-1,2′-пірано-
[3,2-g]хромен]-8′(4′H)-он (14). Розчин сполуки 6 (1 екв.) та гiдроксиламiн гiдро хлориду 
(10 екв.) у пiридинi перемiшували протягом 6 год при 110 °C. Пiсля охолодження доливали 
воду (250 мл), потiм концентровану оцтову кислоту (50 мл) до слабокислої реакцiї лакму-
сового папiрця. Осад відфільтровували, промивали водою і кристалізовували з 2-пропа-
нолу. Вихід 49 %, брутто-формула C24H22N2O5. Спектр 1H ЯМР (400 МГц, DMSO-d6 : CCl4, 
δ, м. ч.): 1,69—2,24 (8H, м, —(CH2)2C(CH2)2—), 2,36 (3H, с, CH3-10′), 2,82 (2H, с, CH2-3′), 6,16 
(1H, с, H-7′), 7,48 (2H, м, 6′-Ph — H-2′′, H-6′′), 7,56 (3H, м, 6′-Ph — Н-3′′, Н-4′′, Н-5′′), 7,77 
(1H, c, H-5′), 10,28 (1H, с, NOH-4′), 11,26 (1H, с, NOH-4).
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СИНТЕЗ ОКСИМОВ ПИРАНОНЕОФЛАВОНОВ 
И СПИРОПИРАНОНЕОФЛАВОНОВ

Разработаны препаративные методики получения пиранонеофлавонов и спиропиранонеофлавонов ли-
нейного строения — синтетических аналогов природного гравеолона, исследовано их взаимодействие с 
гидрохлоридом гидроксиламина. Показано, что взаимодействие проходит селективно с образованием со-
ответствующих оксимов — удобных реагентов с дополнительными функциональными группами для про-
ведения последующей модификации.

Ключевые слова: гравеолон, пиранонеофлавоны, спиропиранонеофлавоны, оксимы, кумарины.
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SYNTHESIS OF OXIMES OF PYRANONEOFLAVONS 
AND SPIROPYRANONEOFLAVONS

Preparative procedures for the preparation of pyranoneoflavones and spiropyranoneoflavones of the linear struc-
ture, which are synthetic analogs of the natural graveolone, are developed, and their interaction with hydroxy-
lamine hydrochloride is investigated. It is shown that the interaction proceeds selectively with the formation of 
the corresponding oximes, convenient reagents with additional functional groups for a subsequent modification.

Keywords: graveolone, pyranocoumarins, spiropyranocoumarins, oximes, coumarins.
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ОПОВІДІ
НАЦІОНАЛЬНОЇ 
АКАДЕМІЇ  НАУК
УКРАЇНИ

Вирощування картоплі (Solanum tuberosum L.) та томатів (Lycopersicon esculentum Mill.) як 
лідерів за споживанням серед овочевих культур в Україні, як і в усьому світі, пов’язано з ви-
соким ризиком їх зараження небезпечними бактеріальними та грибними патогенами, зок-
рема такими, що спричиняють найбільш серйозні захворювання — фітофтороз та фузаріоз 
[1, 2]. Підвищити стійкість рослин до таких біотичних чинників можна шляхом перенесен-
ня відповідних генів за допомогою генетичної інженерії, зокрема, за рахунок трансформації 
їх такими генами, як ген лактоферину людини (hLF) [3]. Лактоферин — це білок із родини 
трансферинів, який міститься в молоці, слині, сльозах та інших секреторних рідинах ссавців 
і, зокрема, людини. Крім ферумзв’язувальної функції, лактоферину також притаманні анти-
бактеріальні, фунгіцидні, противірусні та антипротозойні властивості [3]. Отже, за умови 
успішного вбудовування гена hLF у геном обраних генотипів картоплі і томату та його по-
дальшої експресії резистентність до бактеріальних патогенів та фітопатогенів може бути 
підвищеною у рослин-реципієнтів. Саме тому за мету дослідження ставилося перенесення 
гена лактоферину людини в геном картоплі та томатів за допомогою методу Agrobacterium-
опосередкованої трансформації. 
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Проведено Agrobacterium-опосередковану трансформацію сортів картоплі Solanum tuberosum української 
селекції (Левада та Світанок) та сортів томатів Lycopersicon esculentum (Mані Мейкер  та Лагідний) ге-
ном  лактоферину людини задля підвищення їх стійкості до фітопатогенів. Отримано та проаналізовано 
транс генні лінії досліджуваних сортів рослин. Перенесення цільового  гена  до геному досліджуваних рос-
лин підтверджено за допомогою полімеразної ланцюгової реакції з використанням специфічних праймерів 
до гена лактоферину. За попередніми даними з використанням біотестів на стійкість до фітопатогенів 
показано наявність підвищеної стійкості до фітофторозу у трансгенних ліній.

Ключові слова: Agrobacterium-опосередкована трансформація, ген лактоферину людини, картопля, тома-
ти, трансгенні лінії, полімеразна ланцюгова реакція.
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Матеріали та методи. Для перенесення гена лактоферину людини в геном картоплі  та  
томатів за допомогою методу Agrobacterium-опосередкованої трансформації були викорис-
тані два українських сорти картоплі (столовий сорт Левада та технічний сорт Світанок) і 
два ранньостиглих сорти томатів (Мані Мейкер  та Лагідний). Склад живильних середовищ 
для культивування in vitro рослин картоплі та томату, а також для культивування та селекції 
трансформованих експлантів наведено в таблиці [4, 5].

Для введення в культуру in vitro рослин томатів насіння стерилізували протягом 2—3 хв 
у 70 %-му етанолі, 15 хв у 5 %-му розчині гіпохлориту натрію та тричі промивали (по 10 хв) 
у стерильній дистильованій воді. Потім його висівали у чашки Петрі (d = 9 см) на стерильне 
середовище МСТ (див. таблицю), яке готували на основі базового живильного середовища 
МС [6] з додаванням 2 мг/л гліцину, 8 %-го агару, рН 5,7 із розрахунку 50—100 насінин на 
одну чашку і культивували протягом 10 діб при 22—24 °C та фотоперіоді 16/8 год.

Мікроклональне розмноження рослин картоплі здійснювали в 20-см пробірках зі сте-
рильним живильним середовищем МСК (див. таблицю) шляхом живцювання в умовах in vitro.

Для генетичної трансформації рослин томату як експланти використовували сім’я-
дольні листки 10- та 11-добових проростків, які відділяли від пагона, розрізали на дві час-
тини та прекультивовували протягом 1 доби при 22—24 °C та фотоперіоді 16/8 год. В одно-
му досліді використовували 50—70 експлантів, розміщуючи їх на середовище МСТ в чашки 
Петрі (d = 9 см) верхньою стороною листка догори. Кількість експлантів не перевищувала 
30 шт. на одну чашку.

Трансформацію картоплі проводили з використанням міжвузлових ділянок стебла зав-
довжки 1—2 см з бічними бруньками. Експланти картоплі трансформували одразу після 

Склад живильних середовищ для in vitro мікроклонального розмноження, 
культивування експлантів і регенерації рослин томатів та картоплі
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Для картоплі

МСК 4,3 1 — 2 0,8 — — — — — — —

МСК-К 4,3 3 + — — 2 0,5 — — 0,25 — —

МСК-С1 4,3 3 + — 2 0,5 — — 0,25 100 300

МСК-С2 4,3 1 — 2 0,8 — — — — — 100 300

МСК-Р 4,3 1 — 2 0,8 — — — — — — 300

Для томатів

МСТ 4,3 3 + — — 2 — — — — — —

МСТ-С 4,3 3 + — — 2 — 1 1 — 25 300

МСТ-Р 4,3 3 + — — 2 — 1 1 — — 300
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виділення без етапу прекультивації. В одному досліді з трансформації використовували 
20—50 експлантів картоплі, які розміщували приблизно по 20 шт .на одну чашку.

Трансформацію здійснювали за допомогою супервірулентного штаму Agrobacterium tu-
mefaciens EHA 105, що мав плазмідний вектор pBIN35LF з геном hLF під контролем 35S 
промотору вірусу мозаїки цвітної капусти (P35S) та термінатора октопінсинтази, а також 
селективний маркерний ген неоміцинфосфотрансферази ІІ (nptII), який забезпечує стій-
кість до антибіотика канаміцину [7] (рис. 1).

Бактеріальні клітини нарощували протягом доби у 20 мл рідкого середовища LB при 
28 °C та постійному обертанні 130 об/хв до оптичної щільності OD600 = 600. Експланти іно-
кулювали агробактерією у присутності 30 мкл 0,1 М розчину ацетосирингону: томатів — 
протягом 20 хв, картоплі — протягом 30 хв. Далі експланти томатів та картоплі кокульти-
вували протягом 1 доби на середовищі МСТ чи МСК-К (див. таблицю) відповідно з агро-
бактерією. Після кокультивування проводили селекцію трансформованих експлантів та 
пересаджували їх кожні 2 тижні на свіже живильне середовище відповідного складу. Для 
цього міжвузля картоплі культивували спочатку на чашках Петрі з середовищем МСК-С1 
протягом 3—4 тижнів до появи проростків завдовжки 2—3 см, потім ці проростки переса-
джували в 20-см скляні пробірки, що містили середовище МСК-С2 (див. таблицю), та про-
водили селекцію трансформантів впродовж 2 місяців у присутності 100 мг/л канаміцину. 
Далі життєздатні пагони картоплі пересаджували на середовище МСК-Р для їх подальшої 
регенерації та росту, а через 1 місяць відбирали рослинний матеріал для виявлення вбудо-
вування цільового гена (hLF) за допомогою полімеразної ланцюгової реакції (ПЛР).

Селекцію експлантів томату здійснювали протягом 3—4 місяців на середовищі МСТ-С 
(див. таблицю) до появи пагонів завдовжки 2—3 см. Далі пагони томатів вирощували на 
середовищі МСТ-Р (див. таблицю) протягом 1 місяця та відбирали рослини для подаль-
шого молекулярно-генетичного аналізу методом ПЛР.

Геномну ДНК із 200—300 мг рослинної тканини виділяли за допомогою цетилтриметил 
амоній броміду (метод ЦТАБ) [8]. Для ПЛР використовували 50—100 нг геномної ДНК 
контрольних і трансформованих рослин картоплі та томату. Наявність гена лактоферину в 
трансгенних рослинах підтверджували за результатами ампліфікації фрагмента гена hLF з 
використанням такої пари праймерів: GL-F (5′-TGTCTTCCTCGTCCTGCTGTTCC-3′) та 
GL-R (5′-CATACTCGTCCCTTT-CAGCCTCG-3′), розмір амплікона становив 734 п. о. Амп лі-
фікацію проводили на апараті PCR Applied Biosystem 2720 (США). Реакційна суміш для 
ПЛР містила 5x буфер для Taq-полімерази, буфер, що містив іони Mg2+ (Helicon), 50–100 нг 
геномної ДНК, 0,2 мкM кожного праймера, 200 мкM кожного дНТФ та 0,5 од. Taq-ДНК-
полімерази (“Fermentas”, Литва). Ампліфікацію здійснювали за таких умов: первинна дена-
турація протягом 3 хв при 94 °C; 45 циклів по 30 с при 94 °C, 30 с при 62 °C, та 1 хв при 72 °C; 

Рис. 1. Схема Т-ДНК бінарної плазміди pBIN35LF. LB та RB — ліва та права границі Т-ДНК; P35S — про-
мотор вірусу мозаїки цвітної капусти; hLF — ген лактоферину людини; OscТ — октопіновий термінатор; 
Рnos — промотор нопалінсинтетази; nptII — ген неоміцинфосфотрансферази ІІ; Т35S —термінатор вірусу 
мозаїки цвітної капусти
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остаточний синтез протягом 7 хв при 72 °C. Продукти ампліфікації розділяли за допомо-
гою електрофорезу в 1 %-му агарозному гелі та візуалізували під ультрафіолетовим світлом 
після фабрування етидіум бромідом [9].

Частоту трансформації експлантів обраховували для результатів трьох експериментів 
для кожного із обраних сортів рослин як співвідношення кількості життєздатних пагонів, 
отриманих після 1 та 3 місяців селекції, до загальної кількості використаних у досліді для 
трансформації експлантів, помножене на 100 %. Достовірність даних підтверджували за до-
помогою t-критерію Стьюдента для 5 %-го рівня значущості.

Результати та їх обговорення. Найвищу частоту трансформації спостерігали для кар-
топлі сорту Левада після 1 місяця культивування на селективному середовищі МСК-С1, 
яка становила 75 %, тоді як частота трансформації картоплі сорту Світанок за такий самий 
проміжок часу становила 62,7 %. Частота трансформації томатів після 1 місяця селекції була 
меншою, ніж картоплі, і становила 13,4 та 6,8 % для томатів сорту Мані Мейкер та Лагід-
ний відповідно (рис. 2). Під час подальшої селекції трансформованих регенерантів картоплі 
та томату протягом 2 місяців кількість життєздатних трансформантів зменшилась і стано-
вила 30,2, 24,5, 8,1 та 3,98 % для сортів Левада, Світанок, Mані Mейкер та Лагідний відпо-

Рис. 2. Відносна кількість (у відсотках) 
трансформованих життєздатних регене-
рантів картоплі сортів Левада та Світа-
нок, а також томату сортів Мані Мейкер 
та Лагідний після 1 та 3 місяців селекції у 
присутності канаміцину

Рис. 3. Результати ПЛР аналізу трансформованих ліній рослин картоплі і томатів, які несуть ген hLF: a — 
томату сорту Мані Мейкер, б — томату сорту Лагідний, в — картоплі сорту Левада, г — картоплі сорту 
Світанок; М — молекулярний маркер; К+ — позитивний контроль (плазміда pBin35LF); H2O — ампліфі-
кація при відсутності матриці ДНК; Л1 — трансгенна лінія, що несе ген hLF; К– — нетрансгенні лінії



92 ISSN 1025-6415. Dopov. Nac. akad. nauk Ukr. 2018. № 10

А.Ю. Бузіашвілі, А.І. Ємець

відно (див. рис. 2). Такі значення частоти трансформації є досить високими та збігаються з 
даними, отриманими іншими дослідниками [10—13].

Після 3 місяців селекції у присутності канаміцину життєздатні проростки картоплі 
пересаджували на середовище МСК-Р, а проростки томату — на середовище МСТ-Р (див. 
таблицю). У дані середовища вже не додавали канаміцин, але вони містили цефотаксим у 
концентрації 300 мг/л для елімінації  залишків агробактерії. На цих середовищах протягом 
1 місяця пагони проростків інтенсивно росли і розвивалися, що сприяло утворенню достат-
ньої кількості рослинного матеріалу для виділення геномної ДНК та проведення  моле-
кулярно-генетичного аналізу.

В кінцевому підсумку для ПЛР-аналізу було відібрано 23 рослини картоплі сорту Ле-
вада, 25 рослин сорту Світанок і 35 рослин томату сорту Мані Мейкер та 43 рослини сорту 
Лагідний. У результаті було підтверджено наявність гена hLF в лініях трансформованих 
рослин для кожного із зазначених сортів. Типові результати молекулярно-генетичного 
аналізу з доказами наявності гена лактоферину в проаналізованих трансгенних лініях обох 
видів рослин наведені на рис. 3. Оскільки раніше було показано, що трансгенні лінії кар-
топлі, які продукують людський лактоферин, характеризуються високою антибактеріаль-
ною активністю проти ряду збудників захворювань людини [14], а аналогічні трансгенні 
лінії томатів виявляють стійкість до вірусу скручування листя та бронзуватості листків, 
спричинюваних бактерією Ralstonia solanacearum [15], нами проведено попередню оцінку 
стійкості проаналізованих ліній рослин до фітопатогенів грибного походження. Згідно з 
результатами дослідів, трансгенні лінії картоплі та томатів мають підвищену стійкість до 
фітофторозу.

Таким чином, нами отримано генетично модифіковані лінії чотирьох сортів картоплі та 
томату, перш за все української селекції, що несуть ген hLF. Отримані трансгенні лінії кар-
топлі сортів Левада та Світанок і томату сортів Мані Мейкер та Лагідний з геном hLF мо-
жуть у подальшому бути використані для широкого аналізу їх стікості до фітопатогенів бак-
теріального та грибного походження з метою створення нових сортів, стійких до таких 
небезпечних хвороб рослин, як фітофтороз або фузаріоз. 

Робота виконана за підтримки проекту “Застосування гена лактоферину для створення 
стійких до фітопатогенів ліній рослин родини Solanaceaе” цільової комплексної міждисциплі-
нарної програми наукових досліджень НАН України “Молекулярні та клітинні біотехнології 
для потреб медицини, промисловості та сільського господарства” (2015—2019 рр.)
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ПОЛУЧЕНИЕ ЛИНИЙ РАСТЕНИЙ КАРТОФЕЛЯ 
И ТОМАТОВ С ГЕНОМ ЛАКТОФЕРРИНА ЧЕЛОВЕКА

Проведена Agrobacterium-опосредованная трансформация сортов картофеля Solanum tuberosum укра-
инской селекции (Левада и Свитанок) и сортов томатов Lycopersicon esculentum (Мани Мейкер и Лагидный) 
геном лактоферрина человека для повышения их устойчивости к фитопатогенам. Получены и про ана ли-
зированы трансгенные линии исследуемых сортов растений. Перенесение целевого гена в геном ис сле-
ду е мых растений подтверждено с помощью полимеразной цепной реакции с использованием специфичных 
праймеров к гену лактоферрину. Предварительные данные с использованием биотестов на устойчивость к 
фитопатогенам продемонстрировали наличие повышенной устойчивости к фитофторозу у трансгенных 
линий.

Ключевые слова: Agrobacterium-опосредованная трансформация, ген лактоферрина человека, картофель, 
томаты, трансгенные линии, полимеразная цепная реакция.
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THE OBTAINING OF TOMATO AND POTATO PLANTS 
WITH HUMAN LACTOFERRIN GENE hLF

The agrobacterium-mediated transformation of different genotypes of potato (Solanum tuberosum) and tomato 
(Lycopersicon esculentum) with human lactoferrin gene is conducted. Genetically modified lines of potato (Uk-
rainian varieties Levada and Svitanok) and tomato (Money Maker and Ukrainian variety Lahidnyi) are obtained 
and analyzed. The transfer and incorporation of hLF gene into respective plant genomes was confirmed by the 
polymerase chain reaction with specific primers to lactoferrin gene. Preliminary biotests for the phytopato gene 
resistance are conducted, and a higher resistance of transgenic lines to Phytophthoraas is found.

Keywords: agrobacterium-mediated transformation, human lactoferrin gene, potato, tomatoes, transgenic lines, 
polymerase chain reaction.
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Важкі метали належать до забруднювачів довкілля як в Україні, так і в цілому світі. За да-
ними Інституту охорони грунтів України та іншими літературними джерелами, орні землі 
навколо великих міст України забруднені такими важкими металами, як кадмій, свинець, 
цинк та мідь [1]. Фітогормони розглядаються як потенційні засоби захисту рослин від не-
гативного впливу важких металів. Поглиблення уявлень про молекулярні механізми дії 
фітогормонів у клітинах рослин, особливо за участю фосфоліпідів та ферментів їх мета-
болізму, може сприяти прискоренню розвитку стратегій захисту рослин від негативного 
ефекту зазначених стресорів.

У рослини Arabidopsis є 12 генів різних ізоферментів фосфоліпази D (ФЛD, ЕС 3.1.4.4): 
ФЛDα1-3, ФЛDβ1-2, ФЛDγ1-3, ФЛDδ, ФЛDε, ФЛDζ1-2. Фосфатидна кислота (ФК), що 
фор му ється під дією ФЛD, є біологічно активним ліпідом, який відіграє ключову роль у 
фор му ванні сигнальних систем, задіяних у регуляції експресії генів та метаболізму шляхом 
взаємодії зі специфічними регуляторними білками [2]. ФЛD може відігравати роль у регу-
ляції стійкості рослин до дії важких металів. Зокрема, 1-бутанол, інгібітор ФЛD, а також 
експресія антизмістовних конструкцій гена ФЛDα блокують запрограмовану загибель клі-
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тин рослин, обумовлену сполуками кадмію [3]. Нокаут гена ізоферменту ФЛDγ1 підвищує 
стійкість коренів рослин Arabidopsis до дії іонів алюмінію [4]. В результаті у мутантних рос-
лин на фоні наявності хлориду алюмінію посилюється ріст коренів та послаблюється окис-
нювальний стрес [4].

Жасмонова кислота (ЖК) є фітогормоном, який відіграє ключову роль у регуляції 
процесів росту та розвитку рослин, а також стійкості до ряду біотичних та абіотичних 
стресорів довкілля. Ефект ЖК на дію важких металів на рослини залежить від її кон цен-
трацій: високі концентрації ЖК посилюють негативний ефект міді та кадмію на рослини, 
тоді як низькі — послаблюють [5]. Наразі активно досліджуються механізми, за рахунок 
яких ЖК реалізує біологічну дію в клітинах рослин. Зокрема, активно досліджується 
участь ФЛD у реалізації дії ЖК у клітинах. Встановлена роль та швидка активація ФЛD 
під дією ЖК у картоплі [6]. Більш тривала активація ФЛD без змін кількості білка цього 
ферменту під дією ЖК зареєстрована в культурах клітин перцю та листках ріпаку [7, 8]. 
При цьому залишається не з’ясованим, який саме ізофермент ФЛD відіграє роль в реалі-
зації дії ЖК у клітинах рослин.

Метою даного дослідження було з’ясування ролі ізоферментів ФЛD у реалізації біо-
логічних ефектів ЖК у рослин, зокрема, у формуванні їх стійкості до дії ряду стресорів 
довкілля — важких металів.

Матеріали та методи досліджень. Об’єктом досліджень були рослини різушки Таля 
(Arabidopsis thaliana L.) дикого типу та мутантів за різними генами ФЛD. Реактиви та мате-
ріали: жасмонова кислота (“Sigma”, США), силікагелеві пластинки 60G F254 (“Merck”, 
Германія), флуоресцентно мічений фосфатидилхолін-BODIPY (“Invitrogen”, США) та 
ін ші реактиви, що були вироблені в Україні, кваліфікації “х. ч.” (зокрема, CuSO4·5Н2О, 
3CdSO4·8Н2О).

Аналіз ростових реакцій. Насіння рослин Arabidopsis дикого типу та мутантів за різни-
ми генами ФЛD вирощували в темряві протягом 5 діб у чашках Петрі на фільтрувальному 
папері з 4,3 мл розчину, який містив дистильовану воду з 2,6 мкл ДМСО (контроль), ЖК 

Рис. 1. Ріст гіпокотилів рослин Arabidopsis дикого типу та трансгенних за умов дії ЖК і надлишку іонів 
міді (а) та кадмію (б)
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(0,5 мкМ), сульфат міді (200 мкМ), сульфат кадмію (100 мкМ) або кожну окремо із солей 
цих металів разом з 0,5 мкМ ЖК [9]. 

Дослідження рівня малонового діальдегіду (МДА). Листки рослин у віці 3 тижнів інку-
бували з важкими металами або одночасно з ЖК та іонами важких металів протягом 18 год. 
Вміст МДА оцінювали за ступенем накопичення продукту його реакції з тіобарбітуровою 
кислотою [10]. Вміст МДА визначали, використовуючи молярний коефіцієнт екстинкції 
ε = 155 мМ–1· см–1.

Аналіз рівня фосфатидної кислоти (ФК) та фосфатидилбутанолу (ФБ) в клітинах рос-
лин за допомогою флуоресцентної мітки. Листки рослин інкубували в розчині фос фати-
дилхоліну-BODIPY (0,66 мкг/мл) у 5 мМ трис-HCl (рН 6,8) протягом 10 хв при 24 °C. 
Наважка тканин становила 100 мг на 1 мл розчину фосфатидилхоліну-BODIPY. Додава-
ли ЖК (кінцева концентрація 100 мкМ) у 2,6 мкл ДМСО. В контрольні проби додавали 
тільки ДМСО. Тканини фіксували через 2, 4 або 8 год додаванням 4 мл охолодженої сумі ші 
метанол : хлороформ 2 : 1 (v/v) і витримували 10 хв при 4 °C. Для створення двофазної сис-
теми додавали 2 мл 0,1 М KСl. Ліпіди розділяли на силікагелевих пластинках 200 × 200 мм. 
Як рухому фазу використовували органічну фазу суміші етилацетат/ізооктан/мурашина 
кислота/вода (12 : 2 : 3 : 10, v/v/v/v) [11]. Кількісний аналіз зон окремих фосфоліпідів 
проводили на імедж-сканері PharosFX (“Biorad”, США). Продукти були ідентифіковані з 
використанням стандартів ліпідів.

Результати досліджень та їх обговорення. Стійкість рослин до дії важких металів за 
наявності ЖК досліджували на проростках та листках Arabidopsis. Як свідчать одержані ре-
зультати, дія ЖК сприяє росту гіпокотилів у рослин дикого типу, пригніченому за умов дії 
іонів важких металів (міді, кадмію) (рис. 1).

У тих ліній трансгенних рослин, які містили мутації в генах ферментів ФЛDβ1 та 
ФЛDγ1 (pldβ1, pldβ1β2, pldγ1.1, pldγ1.2), зареєстровано зниження чутливості до анти-
стресової дії ЖК для обох металів (див. рис. 1). З урахуванням цього для подальших дос-
ліджень були відібрані рослини, які містять мутації у зазначених генах.

Рис. 2. Вміст МДА у листках рослин Arabidopsis дикого типу та трансгенних за умов дії ЖК і надлишку 
іонів міді (a) та кадмію (б)
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Один з можливих механізмів антистресового впливу ЖК у листках Arabidopsis поля-
гає в стимулюванні активності антиоксидантних ферментів, що призводить до зниження 
рівня пероксидного окиснення ліпідів (ПОЛ). З метою дослідження ролі вказаних ізо-
ферментів ФЛD в реалізації впливу ЖК у процесах підвищення стійкості рослин до дії 
стресів визначали рівень ПОЛ у листках рослин Arabidopsis дикого типу та мутантів за ге-
нами ізоферментів ФЛDβ1, ФЛDβ1/β2 та ФЛDγ1. Як свідчать результати досліджень, рі-
вень МДА в листках рослин Arabidopsis дикого типу, підвищений під дією надлишку іонів 
міді, частково знижувався під впливом ЖК (рис. 2, а).

Водночас вміст малонового діальдегіду (МДА), підвищений за умов дії надлишку міді, 
знижувався під впливом ЖК у листках мутантів Arabidopsis лише за геном ізоферменту 
ФЛDγ1.2, на відміну від мутантів pldβ1, pldβ1/β2 та pldγ1.1 (див. рис. 2, а). Отримані дані 
свідчать про порушення чутливості мутантів pldβ1, pldβ1/β2 та pldγ1.1 до ЖК, на відміну 
від pldγ1.2, в процесі регуляції жасмоновою кислотою рівня ПОЛ, посиленого під дією 
над лишку іонів міді.

Вміст МДА також підвищувався під дією іонів кадмію в листках рослин Arabidopsis 
дикого типу. Вплив ЖК, у свою чергу, спричиняв різке зниження активності ПОЛ, іні-
ційованого іонами кадмію (див. рис. 2, б). Водночас у листках мутантів Arabidopsis за ге-
нами ФЛDβ та ФЛDγ одночасна дія іонів кадмію разом із ЖК обумовлювала знижен-
ня вмісту МДА (див. рис. 2, б). Наші результати підтверджують роль ізоферментів ФЛDβ 
та ФЛDγ1 у реалізації дії ЖК у процесі підвищення стійкості до важких металів. Вплив 

Рис. 3. Аналіз рівня фосфатидилбутанолу (ФБ) 
і фосфатидної кислоти (ФК) за умов дії ЖК у 
листках рослин Arabidopsis дикого типу (нему-
товані, wt) та мутантів за геном ізоферменту 
ФЛDβ1. а — хроматограма ліпідів з листків 
Arabidopsis: 1, 2 — контроль (K); 3, 4 — ЖК 
(100 мкМ), 2 год; 5, 6 — ЖК (100 мкМ), 4 год; 
7, 8 — ЖК (100 мкМ), 8 год; б, в — вплив ЖК 
на формування ФБ (б) і ФК (в) у листках 
Arabidopsis (од. фл. — одиниці флуоресценції, 
ФХ — фосфатидилхолін)
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ЖК та іонів кадмію/міді на рівень МДА також був досліджений раніше в листках Ara-
bidopsis [12]. 

З метою аналізу впливу ЖК на активність ФЛD in vivo в тканинах рослин досліджу-
вався вплив фітогормона на рівень флюоресцентно-мічених продуктів ФЛD in vivo в лист-
ках Arabidopsis (рис. 3). У дослідженнях використані рослини дикого типу та мутанти за 
генами ізоферменту ФЛDβ1, оскільки за його нокауту зареєстроване послаблення експресії 
генів, чутливих до дії ЖК [13]. У результаті дії ЖК на 2-й годині різко підвищу ється рі-
вень ФБ та ФК (див. рис. 3). Кількість ФК за цей час зростає майже вдвічі, тоді як ФБ — 
більш ніж удвічі. Надалі рівень ФК дещо підвищується, рівень ФБ не зазнає істотних змін 
(див. рис. 3).

Водночас концентрація ФБ та ФК лише частково знижується на 2-й годині дії ЖК у 
разі нокауту гена ізоферменту ФЛDβ1 у Arabidopsis, відновлюючись до рівня, який був у 
нетрансгенних рослин, на подальших етапах дії фітогормона (див. рис. 3). Отримані ре-
зультати вказують на участь ФЛDβ1 і додатково інших ізоферментів ФЛD, активність 
яких може стимулюватися під дією ЖК, в реалізації ефекту цього фітогормона або на мі-
норну роль ФЛDβ1 у формуванні ФК внаслідок дії ЖК у порівнянні з іншими фер мен та-
ми. В результаті інші ізоферменти ФЛD у Arabidopsis можуть компенсувати не функціону-
ючий у вказаних трансгенних рослин ізофермент ФЛDβ1 та брати участь у форму ванні ФК 
під впливом ЖК, особливо на подальших етапах дії цього фітогормона.

Можлива роль інших ізоферментів ФЛD у реалізації дії ЖК підтверджується резуль-
татами інших досліджень. Встановлено посилення експресії гена ФЛDγ1 під дією ЖК у 
Arabidopsis [4]. Більш того, активність ізоферменту ФЛDα1 in vitro швидко підвищується в 
екстрактах, отриманих з рослин, попередньо оброблених ЖК [6, 8]. У листках ріпаку ак-
тивність ізоферментів ФЛDβ та ФЛDγ швидко підвищується під дією цього фітогормона. 
Лише швидке та виражене підвищення активності олеатзалежної ФЛD (ФЛDδ) вказує на 
її роль на первинних етапах дії метилжасмонату в листках ріпаку [7]. Водночас у дослідах з 
використанням трансгенних рослин Arabidopsis з мутаціями в генах ізоферментів ФЛDα1 
та ФЛDδ не виявлено їх участі в реалізації дії ЖК у регуляції росту коренів [14].

Таким чином, у результаті проведених досліджень вперше з’ясовано, що ізоферменти 
ФЛDβ та ФЛDγ1 беруть участь у реалізації біологічного ефекту ЖК в процесі забезпе чення 
стійкості рослин до дії іонів важких металів. Вперше встановлено зниження рівня ФК в 
клітинах рослин Arabidopsis з нокаутом гена ізоферменту ФЛDβ1 на початкових етапах дії 
ЖК. Це може свідчити про участь вказаного ізоферменту в трансдукції сигналу досліджу-
ваного фітогормона.

Робота виконана за підтримки проекту ЦПФД 1-17.
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РОЛЬ СПЕЦИФИЧЕСКИХ ИЗОФЕРМЕНТОВ ФОСФОЛИПАЗЫ D 
В РЕАЛИЗАЦИИ БИОЛОГИЧЕСКОГО ЭФФЕКТА ЖАСМОНОВОЙ 
КИСЛОТЫ В РЕАКЦИЯХ КЛЕТОК НА ДЕЙСТВИЕ СТРЕССОВ

Исследована роль специфических изоферментов фосфолипазы D (ФЛD) в реализации биологического 
эффекта жасмоновой кислоты в реакциях клеток растений на действие ионов тяжелых металлов. 
Проанализированы ростовые реакции и активность ферментов ФЛD in vivo у трансгенных растений 
Arabidopsis thaliana с целью установления действия конкретных изоферментов ФЛD в реализации эффекта 
жасмоновой кислоты в процессе формирования стойкости к влиянию ионов тяжелых металлов — меди и 
кадмия. Полученные результаты указывают на участие изофермента ФЛDβ на ранних этапах действия 
жасмоновой кислоты.

Ключевые слова: жасмоновая кислота, растения, фосфолипаза D, изофермент, медь, кадмий, фосфатид-
ная кислота, Arabidopsis thaliana.
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ROLE OF SPECIFIC PHOSPHOLIPASE D ISOENZYMES 
IN BIOLOGICAL ACTION OF JASMONIC ACID 
DURING PLANT STRESS RESPONSES

The aim of our investigation was to investigate the role of specific phospholipase D (PLD) isoenzymes in the 
biological action of jasmonic acid during plant responses to heavy metal stress. Plant growth responses and the 
PLD activity in vivo are analyzed in Arabidopsis thaliana transgenic plants in order to investigate the role of 
specific PLD isoenzymes in the biological action of jasmonic acid during the development of plant resistance to 
heavy metal (copper, cadmium) stress. The results suggest the participation of PLDβ in early stages of the bio-
logical action of jasmonic acid.

Keywords: jasmonic acid, plants, phospholipase D, isoenzyme, copper, cadmium, phosphatidic acid, Arabidopsis 
thaliana.
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Серед речовин, що мають противірусну активність, останнім часом широко вивчаються і зна-
ходять практичне застосування сполуки природного походження, зокрема сполуки, що на-
лежать до великого класу флавоноїдів [1]. Ці речовини, що поширені в рослинному світі, 
виявляють, крім суто противірусної дії, різноманітні ефекти в клітинах, взаємодіючи з різ-
ними біологічними молекулами та модулюючи цілу низку внутрішньоклітинних процесів. 
Таким чином, вони цілком відповідають сучасній поліфармакологічній концепції, яка пе-
редбачає розробку та застосування фармакологічних агентів, що можуть бути поліміше-
невими за механізмами своєї дії [2]. 

Одним з таких засобів полімішеневої дії в Україні є флавоноїдвмісний препарат Про те-
флазід [3], ефективність якого доведена щодо низки вірусних інфекцій. Полімішеневий ме-
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Оцінка впливу флавоноїдвмісного препарату Протефлазід 
на моделі папіломавірусної інфекції in vitro
Представлено членом-кореспондентом НАН України М.Я. Співаком

За допомогою трансфекції клітин МТ-4 та ВНК ДНК із зразків епітелію шийки матки хворих із папіло-
мавірусною інфекцією створено модель, що є пермісивною для репродукції вірусів папіломи людини (ВПЛ). 
У стабільно трансфікованих клітинах підтримується високий рівень вірусного навантаження і під час 
електронно-мікроскопічного дослідження виявляються внутрішньоклітинні вірусні частинки та нуклео-
капсиди. Вітчизняний флавоноїдвмісний препарат Протефлазід пригнічує реплікацію вірусної ДНК і нор-
малізує показники мітозу в трансфікованих клітинах. Пригнічення ВПЛ в трансфікованих клітинах супро-
воджується збільшенням експресії клітинних білків, що є продуктами генів-супресорів пухлинного росту.

Ключові слова: віруси папіломи людини, трансфекція, флавоноїди, антивірусні засоби.
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ханізм дії Протефлазіду раніше показаний, зокрема, на моделях ВІЛ-інфекції in vitro [4] та 
грипозної інфекції [5]. Інгібувальна активність препарату встановлена також для фагової 
РНК-полімерази і Taq-полімерази [6].

Питання своєчасної діагностики та ефективного лікування папіломавірусної інфекції по-
сідають чільне місце серед актуальних проблем сучасної біології і медицини. Це обумовлено 
все більшим зростанням поширеності інфікування вірусом папіломи людини (ВПЛ), висо-
кою контагіозністю цієї інфекції та її роллю в онкогенезі. Незважаючи на розробку та впрова-
дження вакцин проти ВПЛ, чималий контингент жінок вже інфікований ВПЛ і наражається 
на небезпеку розвитку патологічних процесів шийки матки, що призводять до ракових ура-
жень. Тому виникає потреба в пошуку і розробці засобів, які б запобігали реп лікації ВПЛ в 
організмі, інтегруванню геному ВПЛ до клітини та розвитку непластичних процесів. 

Слід зазначити, що, попри чималу кількість препаратів специфічної дії проти вірусів 
різних таксономічних груп, досі не існує специфічних синтетичних або природних препара-
тів, спрямованих проти ВПЛ. Це, зокрема, обумовлено особливостями реплікації ВПЛ, в 
геномі якого кодується лише один вірус-специфічний фермент, пов’язаний із реплікацією 
вірусу (геліказа — білок Е1), і для реплікації вірусного геному використовується ДНК-по-
лімераза клітини хазяїна [7]. Тому у випадку ВПЛ проблематично розраховувати на високу 
ефективність препаратів, мішенями яких є полімерази та інші ферменти, специфічні для ві-
русів інших груп. Водночас, за даними ряду досліджень, флавоноїди ефективно гальмують 
in vitro ріст клітин, одержаних з ракових пухлин, відносно яких доведена участь ВПЛ в он-
когенезі [8]. Тому логічно постає питання, а чи можуть флавоноїдні композиції блокувати 
репродукцію ВПЛ подібно до того, як це відомо для вірусів інших таксономічних груп.

Але пошук речовин, які б ефективно інгібували реплікацію ВПЛ, ускладнюється ще й 
відсутністю доступних моделей інфекції ВПЛ in vitro, зокрема ВПЛ неможливо культивува-
ти в моношарових культурах, як це роблять з багатьма вірусами різних таксономічних груп, 
оскільки життєвий цикл вірусу тісно пов’язаний із диференціюванням епітеліальних клі-
тин, в яких він репродукується in vivo. Тому більшість досліджень in vitro проводиться або в 
органотипових експлантатах, або на складних моделях рекомбінантних вірусів, реплікація 
яких відбувається незалежно від диференціювання клітин-хазяїв [9].

Мета нашого дослідження полягала у створенні моделі папіломавірусної інфекції in 
vitro і визначенні на цій моделі противірусної активності флавоноїдвмісного препарату 
Протефлазід. Для створення моделі застосовували метод трансфекції ДНК із зразків епіте-
лію шийки матки хворих із папіломавірусною інфекцією. Для підтвердження того, що в 
одержаних культурах персистує ВПЛ, визначали вірусне навантаження та наявність вірусо-
подібних структур на ультратонких зрізах трансфікованих клітин. Розроблена модель дала 
можливість дослідити вплив препарату Протефлазід на реплікацію вірусу та стан трансфі-
кованих клітин.

Матеріали і методи. Культури клітин. Дослідження проводили на перещеплюваних 
лініях культур клітин: МТ-4 — культура Т-клітинного гострого лімфобластного лейкозу; 
ВНК — клітини нирки хом’яка; HeLa — клітини епітеліоїдної карциноми шийки матки. 
Культури клітин вирощували за стандартними методиками. 

Флавоноїдвмісний препарат. Застосовували препарат Протефлазід (“НВК “Екофарм”, 
Україна), що містив суміш флавоноїдів трицину, лютеоліну, апігеніну та кверцетину, а та-
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кож їхніх О- та С-глікозидів, одержану шляхом етанольної екстракції з трави щучки дер-
нистої (Deschampsia caespitosa L.) та війника наземного (Calamagrostis epigeios L.) Вміст 
кожного з компонентів було визначено методами високоефективної рідинної хроматографії 
та ЯМР мас-спектрометрії [3]. Загальний вміст флавоноїдів в етанольному розчині ста-
новив 0,64 мг/мл у перерахунку на рутин. Для дослідів у культурі клітин препарат розводи-
ли в живильному середовищі так, аби кінцева концентрація етанолу не перевищувала 0,2 %.

Модельна система папіломавірусної інфекції in vitro. У хворих з патологією шийки матки, 
у яких було визначено персистентну папіломавірусну інфекцію, з матеріалів цервікальних 
вишкрібань виділяли ДНК за допомогою набору innuPREP Virus DNA Kit-KFml (Analityk 
Jena AG, Німеччина). Препаратами виділеної ДНК трансфікували суспензійну культуру МТ-4 
(щільність 5 · 105 клітин/мл), а також епітеліальну культуру ВНК за допомогою трансфіку-
вального агента Turbofect (ThermoFisher Scientific, США) за стандартними протоколами. 
Трансфіковані культури інкубували при 37 °С в газовому середовищі з 5 % СО2 з регуляр-
ним додаванням інтактних клітин МТ-4. Через 7 діб після трансфекції клі тини в суспензії 
тестували на наявність ДНК ВПЛ методом ПЛР. Для виявлення та гено типування ДНК ві-
русів папіломи високого канцерогенного ризику проводили ПЛР у реальному часі за до-
помогою набору реагентів АмплиСенс ВПЧ ВКР генотип-FL (AmpliSens, РФ). ПЛР ви-
конували на приладі qTOWER 2.2 (Analytik Jena, Німеччина). Вірусне на вантаження для 
ДНК ВПЛ за даними ПЛР визначали як логарифм кількості копій ДНК на 105 клітин.  

Електронна мікроскопія трансфікованих клітин. Осад клітин МТ-4, одержаний цен-
трифугуванням, фіксували спочатку 3 % глутаральдегідом, а потім 4 % тетраоксидом осмію. 
Фіксований осад клітин заливали в епон-аралдит. Ультратонкі зрізи виготов ляли на ультра-
мікротомі УМПП-5 та досліджували в трансмісійному електронному мікроскопі ЕМВ-100А 
при збільшенні 100 тис.

Мітотичний режим та аномальні мітози. Для визначення показників мітозу клітини, 
вирощені на покривних скельцях, фіксували в нітраті міді на етанолі — формаліні (9 : 1) і 
фарбували гематоксилін-еозином. Цитологічні препарати досліджували під мікроскопом 
Standard 20 (Zeiss, Німеччина). Мітотичний індекс розраховували в проміле (‰, кількість 
мітозів на 1000 клітин). Одночасно аналізували кількість патологічних мітозів.

Імуноферментний аналіз. Вміст вірусасоційованих антигенів та клітинних білків — про-
дуктів генів-супресорів пухлинного росту визначали в осаді та в культуральній рідині  транс-
фікованих клітин. Клітини перед проведенням аналізу руйнували шляхом триразового 
циклу заморожування — відтавання. Одержані розчинні антигени сорбували в лунках мікро-
планшетів (Maxisorp, Бельгія). Для виявлення антигенів використовували такі монокло-
нальні антитіла (монАТ): монАТ проти онкопротеїну Е7 ВПЛ (Novus Biologicals, США), 
монАТ проти капсидного білка L1 ВПЛ (Novus Biologicals, США), анти-р53 монАТ (Biomol, 
Німеччина), антиRB монАТ (Bioss, США). Після відмивання та блокування вільних ділянок 
розчином знежиреного молока до лунок планшета з адсорбованими антигенами дода вали 
антитіла у відповідних розведеннях. Після інкубування з первинними антитілами лунки 
промивали і проводили інкубування із козячими антитілами проти IgG миші, кон’югованими 
з пероксидазою. Для проявлення як субстрат використовували тетраметилбензидин (набір 
ДіапрофМед, Україна). Оптичну густину в лунках вимірювали за допомогою мікроплан-
шетного фотометра iMark (Bio-Rad, США) у двохвильовому режимі (450/630 нм).
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Рис. 1. Електронограми ультратонких зрізів клітин, що містять 
частинки віріонів та нуклеокапсидів ВПЛ: а — клітини МТ-4, 
трансфіковані ДНК ВПЛ типу 59; б — клітини МТ-4, трансфіко-
вані ДНК ВПЛ типу 35; в — клітини МТ-4, трансфіковані ДНК 
ВПЛ типу 16; г — клітини HeLa, що продукують ВПЛ типу 18

Рис. 2. Зміни експресії білків ВПЛ та клітинних білків — про-
дуктів генів-супресорів пухлинного росту в клітинах МТ-4, 
трансфікованих ДНК ВПЛ типу 16, під дією Протефлазіду за да-
ними імуноферментного визначення з відповідними монокло-
нальними антитілами. Результати визначення нормалізували по 
відношенню до відповідних показників, одержаних на ту саму 
добу, у трансфікованих клітинах, культивованих без Протефлазі-

ду, які для кожної часової точки приймали за 100 %. Значення по ординаті відповідають збільшенню або 
зменшенню експресії відповідного білка у відсотках під впливом Протефлазіду: а — L1; б — Е7; в — р53; г — Rb 

Результати та їх обговорення. Трансфекція ДНК, виділених із цервікальних вишкрі-
бань хворих із папіломавірусною інфекцією, в клітинах МТ-4 виявилась ефективною (табл. 
1). Генотипування вірусу та вірусне навантаження вперше визначали на 7-му добу після 
трансфікування. Показники вірусного навантаження в діапазоні 3—5 lg/105 клітин, що збе-
рігалися стабільно впродовж подальшого культивування, свідчили про активну реплікацію 
вірусної ДНК в трансфікованих клітинах. Оскільки трансфіковані клітини МТ-4 через 3—4 
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доби зазнавали часткових дегенеративних змін, для підтримання віруспродукувальної сис-
теми раз на 3 доби до трансфікованих клітин додавали інтактні клітини МТ-4. Отримані 
таким чином культури стабільно підтримувалися впродовж багатьох пасажів та могли бу-
ти використані для подальшого вивчення. Було отримано п’ять культур клітин МТ-4, що 
містили ДНК різних генотипів ВПЛ високого канцерогенного ризику, з яких три, що місти-
ли ДНК генотипів ВПЛ 16, 35 та 59, були відібрані для подальших досліджень.

Для підтвердження утворення вірусних частинок у створеній модельній системі транс-
фікованих клітин МТ-4 досліджували ультратонкі зрізи клітин за допомогою електронної 
мікроскопії (рис. 1). Вірусні частинки виявляли в ядрі, цитоплазмі та в невеликій кількості 
в міжклітинному просторі. Зокрема, в нуклеоплазмі були виявлені електроннощільні гра-
нули діаметром 40—50 нм, що, ймовірно, являли собою нуклеокапсиди. В цитоплазмі ви-
являли структури діаметром 60—70 нм, що відповідали віріонам ВПЛ. Для порівняння на 
рис. 1 наведено також електронограму клітин HeLa, що стабільно продукують ВПЛ типу 18. 

Аналогічні дані отримані при трансфікуванні епітеліальних клітин ВНК, в результаті 
чого вдалося одержати дві лінії клітин, стабільно продукуючих ВПЛ типів 16 та 35. 

Таким чином, як дані щодо вірусного навантаження, так і дані електронно-мікроско піч-
ного дослідження свідчать про ефективну трансфекцію клітин МТ-4 ДНК ВПЛ. Транс-
фіковані клітини, які стабільно підтримуються шляхом періодичного додавання неінфіко-
ваних клітин МТ-4, можна розглядати як нову модель репродукції ВПЛ високого концеро-
генного ризику in vitro, що дає можливість досліджувати вплив тих чи інших чинників на 
продуктивну інфекцію ВПЛ.

Трансфіковані клітини МТ-4 культивували в присутності Протефлазіду в дозі 4,2 мкг/мл. 
Препарат вносили в культуру один раз на тиждень впродовж 4 тижнів. Показником впли-
ву препарату на репродукцію ВПЛ у даній 
модельній системі було зниження вірус-
ного навантаження, що визначали ме то дом 
ПЛР. Короткотермінове культивування з 
Протефлазідом (до 5 діб) не спричиняло до 
зменшення вірусного навантаження. Вод-
ночас вірусне навантаження, визначене че-
рез 1 місяць культивування в присутності 
Протефлазіду, значно знижувалося, що свід-
чило про пригнічення репродукції вірусу в 

Таблиця 1. Вірусне навантаження ВПЛ 
у трансфікованих культурах МТ-4

Тип 
вірусу

Вірусне 
навантаження, 
lg/105 клітин

Вірусне навантаження 
після інкубування 
з Протефлазідом, 

lg/105 клітин

16 4,15 3,10
35 3,13 2,21
59 5,25 4,38

Таблиця 2. Мітотичний індекс і патологічні мітози в трансфікованих ДНК ВПЛ клітинах ВНК 

Клітини ВНК

Мітотичний індекс, ‰ Патологічні мітози, %

Без обробки 
Протефлазідом

Після культивування 
з Протефлазідом

Без обробки 
Протефлазідом

Після культивування 
з Протефлазідом

Контроль 13,0 ± 0,6 14,2 ± 0,4 23,0±0,9 22,1 ± 1,1
ВПЛ тип 16 27,6 ± 0,8 20,0 ± 0,5 40,9±1,9 25,5 ± 0,7
ВПЛ тип 35 40,3 ± 0,9 23,0 ± 0,5 32,2±1,1 23,1 ± 0,6



108 ISSN 1025-6415. Dopov. Nac. akad. nauk Ukr. 2018. № 10

М.Я. Співак, С.Л. Рибалко, Д.Б. Старосила, М.П. Завелевич, І.П. Олексієнко, С.Т. Дядюн та ін.

цій системі (див. табл. 1). Вірогідне зниження вірусного навантаження досягалося для усіх 
трьох досліджуваних генотипів ВПЛ, що продукувалися в трансфікованих клітинах МТ-4.

Важливим показником інфікування клітин ВПЛ було також збільшення мітотичної 
активності та зростання кількості патологічних мітозів у клітинах ВНК, трансфікованих 
ДНК ВПЛ типів 16 та 35 (табл. 2). Протефлазід істотно знижує мітотичну активність транс-
фікованих ВПЛ клітин ВНК і зменшує рівень патологічних мітозів у них, “протидіючи”, 
таким чином, проліферативній та деструктивній активності ВПЛ. Водночас наведені дані 
свідчать про відсутність впливу Протефлазіду на досліджувані показники мітозу в інтак-
тних клітинах ВНК. 

Для подальшого з’ясування особливостей дії Протефлазіду як на репродукцію ВПЛ, так 
і на параметри, пов’язані із канцерогенними властивостями вірусу та його взаємодією з 
клітиною-хазяїном, визначали продукцію в трансфікованих клітинах МТ-4 раннього вірус-
ного білка L1, білка Е7, що є онкопротеїном ВПЛ, та клітинних білків — продуктів генів-
супресорів пухлинного росту р53 та Rb. Продукцію білків визначали імуноферментним ме-
тодом в динаміці впродовж 3 тижнів у трансфікованих клітинах, культивованих у звичайно-
му середовищі або середовищі, до якого періодично (один раз на тиждень) вносили 
Протефлазід в концентрації 4,2 мкг/мл. Результати визначення нормалізували по відно-
шенню до відповідних показників, одержаних на ту саму добу, у трансфікованих клітинах, 
культивованих без Протефлазіду, які для кожної часової точки приймали за 100 % (рис. 2). 
Протефлазід зменшував експресію раннього вірусного білка L1, що опосередковано під-
тверджувало інгібування реплікації вірусу за наведеними вище даними, одержаними за до-
помогою інших методів. Водночас, починаючи з 14-ї доби, відстежували зниження експресії 
онкопротеїну Е7. Зменшення експресії онкопротеїну Е7 на 14-ту добу супроводжувалося 
збільшенням порівняно з контролем експресії р53 та Rb. Механізми виявленої взаємоза-
лежності експресії зазначених білків потребують подальшого дослідження.

Таким чином, створено нову модель на основі трансфекції ДНК з клітин хворих, ураже-
них папіломавірусною інфекцією, що є пермісивною для репродукції ВПЛ. Реплікацію 
ДНК ВПЛ та утворення внутрішньоклітинних вірусоподібних частинок підтверджено ре-
зультатами визначення навантаження вірусної ДНК та електронно-мікроскопічних дослі-
джень трансфікованих клітин. Підтримання репродукції вірусу та утворення вірусоподіб-
них частинок досягається періодичним рекультивуванням з інтактними клітинами лінії, що 
була використана для трансфекції. Не виключено інфікування інтактних клітин за рахунок 
безпосередніх міжклітинних контактів або через секретовані в середовище клітинні фраг-
менти, що містять віріони та нуклеокапсиди ВПЛ. Нещодавно було виявлено ефективне 
інфікування первинних кератиноцитів ВПЛ, частинки якого були зв’язані з позаклітинним 
матриксом, секретованим кератиноцитами [10].

Показано, що досліджувана флавоноїдвмісна композиція Протефлазід зменшує вірусне 
навантаження і нормалізує показники мітотичної активності трансфікованих клітин, а та-
кож інгібує експресію вірусних білків L1 та Е7 з одночасним збільшенням експресії клітин-
них білків, що є продуктами генів-супресорів пухлинного росту.

Дані, отримані останніми роками, свідчать про те, що речовини класу флавоноїдів є пер-
спективними для застосування з метою хіміопрофілактики у разі передракових процесів, 
зокрема дисплазій шийки матки, асоційованих з папіломавірусною інфекцією [11]. У низці 
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робіт показано проапоптотичну дію флавоноїдів in vitro на ВПЛ-позитивні клітини раку 
шийки матки [12]. Таким чином, терапевтичний ефект флавоноїдів як полімішеневих аген-
тів на передракові процеси та онкогенез може досягатися завдяки поєднанню антипроліфе-
ративної та проапоптотичної дії цих речовин із безпосередньою антивірусною дією.
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ОЦЕНКА ВОЗДЕЙСТВИЯ ФЛАВОНОИДСОДЕРЖАЩЕГО ПРЕПАРАТА 
ПРОТЕФЛАЗИД НА МОДЕЛИ ПАПИЛЛОМАВИРУСНОЙ ИНФЕКЦИИ IN VITRO

С помощью трансфекции клеток МТ-4 и ВНК ДНК из образцов эпителия шейки матки больных с папил-
ломавирусной инфекцией создана модель, пермиссивная для репродукции вирусов папилломы человека 
(ВПЧ). В стабильно трансфицированных клетках поддерживается высокий уровень вирусной нагрузки и 
при электронно-микроскопическом исследовании выявляются внутриклеточные вирусные частицы и ну-
клеокапсиды. Отечественный флавоноидсодержащий препарат Протефлазид подавляет репликацию ви-
русной ДНК и нормализует показатели митоза в трансфицированных клетках. Подавление ВПЧ в транс-
фицированных клетках сопровождается увеличением экспрессии клеточных белков, являющихся продук-
тами генов-супрессоров опухолевого роста.

Ключевые слова: вирусы папилломы человека, трансфекция, флавоноиды, противовирусные средства.
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STUDY OF THE EFFECTS OF FLAVONOID-CONTAINING COMPOSITION 
PROTEFLAZID ON MODELED PAPILLOMAVIRUS INFECTION IN VITRO

A model permissive for the reproduction of human papillomaviruses (HPV) is developed by transfecting MT-4 
and BHK cells with DNA isolated from cervical epithelium of the patients with papillomavirus infection. The 
steadily transfected cells maintain the high level of viral load. In cell sections, the intracellular viral particles and 
nucleocapsids are revealed under electron microscopic studies. The domestic flavonoid-containing composition 
Proteflazid inhibits the replication of viral DNA and normalizes the mitotic indices in transfected cells. HPV 
inhibition is in line with increased expression of cell proteins, which are products of tumor suppressor genes.

Keywords: human papillomavirus, transfection, flavonoids, antiviral agents.
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В настоящее время отмечается быстрый рост количества медицинских радиологических 
про цедур, являющихся основным источником воздействия ионизирующих излучений (ИИ) 
на человека. Рассчитано, что за жизнь одного поколения в США средняя эффективная доза 
медицинского облучения увеличилась и уже в 2006 г. составила 3,0 мЗв. Эта величина сопо-
ставима с эффективной дозой, которую ежегодно получает человек от естественного фона 
ИИ [1]. Благодаря техническим достижениям в области медицинской радиологии количе-
ство проводимых процедур, в том числе компьютерной томографии (КТ), в мире постоянно 
возрастает и потому их вклад в общую среднюю дозу облучения также увеличивается [2]. 
Так, по данным Организации экономического сотрудничества и развития в США в 2011 г. 
число процедур КТ на 1000 чел. составило 273,8 сканирований в год [3]. Следует отметить, 
что благодаря внедрению в практику цифровых технологий рентгенодиагностики дозовая 
нагрузка на персонал за последние десятилетия имеет выраженную тенденцию к снижению 
[2, 4]. Тем не менее разработке способов оценки радиационных рисков у лиц, занятых в 
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Выполнено цитогенетическое обследование радиологов с различным стажем работы в сфере действия 
ионизирующего излучения. Предварительные данные указывают на то, что у радиологов со стажем рабо-
ты свыше 1,5 года примерно в 70 % случаев регистрируется повышенный уровень хромосомных аберраций, 
в том числе дицентрики и транслокации (от 0,5 до 6,0 / 100 метафаз). Это свидетельствует о лучевой 
нагрузке на геном обследованных профессионалов. Радиомитигаторы инозин и тималин снижают частоту 
радиационно-индуцированных аберраций хромосом при облучении в малых дозах до значений среднепопуля-
ционного спонтанного уровня.

Ключевые слова: профессиональное облучение, лимфоциты крови, нестабильность генома, канцерогенный 
риск, радиомитигаторы.
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сфере действия ИИ, уделяется все большее внимание [5, 6]. В настоящее время рассмат-
ривается проблема оптимизации радиационной защиты в ситуациях одновремен ного про-
фессионального и медицинского (например, с диагностической целью) облуче ния [2]. 
Идентификация маркеров профессионального сочетанного облучения с использова нием 
цитогенетического FISH-метода позволила выявить у профессионалов сложные хромо-
сомные перестройки, в том числе внутрихромосомные, в клетках костного мозга [7]. Яв-
ляясь индикаторами лучевого воздействия, структурные перестройки хромосом наряду с 
точковыми мутациями могут участвовать в злокачественном перерождении клеток [8, 9]. 
В этом качестве выступают в основном те аберрации хромосомного типа, которые механи-
чески не препятствуют процессу митоза и переходят в дочерние структуры, сохраняясь в 
потомстве первоначально облученных клеток. Роль хромосомной перестройки будет зави-
сеть от ее конкретного расположения и вследствие дисбаланса хромосомного набора может 
приводить аберрантную клетку к гибели либо индуцировать образование злокачественного 
клона, а возможно, и оставаться нейтральной для дальнейшей ее судьбы.

В ряде исследований показана возможность прогноза канцерогенного риска по частоте 
аберраций хромосом в лимфоцитах периферической крови (ЛПК) [10, 11]. Разработанная 
тест-система культуры ЛПК человека с последующим цитогенетическим анализом реко-
мендована ВОЗ, МАГАТЭ, НКДАР ООН для проведения радиационно-цитогенетических 
исследований, в том числе биоиндикации лучевых повреждений. Кроме того, хромосом-
ные аберрации ЛПК являются моделью соматических клеток человека для изучения ме-
ханизмов развития и ранней диагностики злокачественных новообразований. Использо ва-
ние этого уникального объекта для проведения радиационно-цитогенетических исследова-
ний обусловлено многими предпосылками, основные из которых следующие: исследуются 
хромосомы главных функциональных клеток иммунной системы (Т-лимфоциты); высокая 
концентрация клеточной популяции, так как в 1 мл крови содержится (1—3) · 106 малых 
лимфоцитов, способных к бласттрансформации при культивировании; высокая радиочув-
ствительность хромосом лимфоцитов по сравнению с хромосомами других клеток позволя-
ет регистрировать достоверное повышение индуцированного уровня аберраций хромосом 
над спонтанным. Высокая мобильность лимфоцитов в кровяном русле, распределение лим-
фатических узлов по всему организму, способность лимфоцитов аккумулировать аберра-
ции хромосом позволяют судить о радиочувствительности организма в целом.  Существует 
фракция долгоживущих лимфоцитов, а также стволовых клеток, впервые вступающих в деле-
ние спустя значительное время после облучения и сохраняющих, таким образом, индуциро-
ванные хромосомные повреждения даже нестабильного типа на протяжении десятков лет. 

В.Ю. Нугис и М.Г. Козлова провели углубленный анализ данных литературы, в том 
числе европейских исследователей, в связи с проблемой объективного прогноза возник но-
вения злокачественных заболеваний [12]. Исследователи пришли к выводу, что корреля ция 
развития онкогенеза с числом хромосомных аберраций в культуре ЛПК обнаруживается 
еще за несколько лет до развития болезни. Однако зачастую цитогенетический анализ вы-
полняется у заведомо больных людей с измененным внутренним статусом, когда диагноз 
уже верифицирован [13]. Радиационно-индуцированная хромосомная нестабильность об-
лучаемых клеток может предопределить в будущем их онкогенную трансформацию, т. е. 
развитие радиогенного рака [5]. Поэтому актуальным и важным в теоретическом и прак-
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тическом плане являются цитогенетические исследования, направленные на изучение не-
стабильности генома лиц, чья профессиональная деятельность связана с использованием 
источников ИИ.

Исходя из вышеизложенного, целью настоящего исследования явилось изучение час-
тоты и спектра аберраций хромосом в лимфоцитах крови радиологов. 

Материалы и методы. Исследование выполнено с использованием тест-системы куль-
туры ЛПК 43 радиологов. В работе руководствовались положением Хельсинской декла-
рации Всемирной Медицинской Ассоциации (2008), которая предусматривает информи-
рованное согласие доноров на участие в исследовании. Культивирование ЛПК осуществля-
ли полумикрометодом в соответствии со стандартным протоколом [14]. Куль ту ральная 
смесь включала 0,5 мл цельной гепаринизированной венозной крови, 4,5 мл питательной 
среды RPMI 1640 (“Biowest”, Франция); 0,5 мл эмбриональной телячьей сыворотки (“РРА”, 
Австрия), 10 мкл гентамицина (“Здоровье”, Украина) и 0,1 мл митогена Т-лимфо ци тов — 
фитогемагглютинина (форма М “Gibco-Invitrogen”, США) для стимуляции Т-лим фоцитов. 
Флаконы с культурой ЛПК содержали в термостате при 37,0 °С в течение 52 ч, что позво-
лило анализировать клетки в первом митозе. Последние 3 ч клетки культивировали с кол-
цемидом (“Biowest”, Франция) в концентрации 0,5 мкг/мл культуральной среды. После 
окончания инкубации клеток проводили их гипотоническую обработку приготовленным ex 
tempore 0,075 М раствором КСl в течение 10 мин при 37 °С. Далее клеточную суспензию не-
сколько раз обрабатывали охлажденным фиксатором, приготовленным ex tempore из эта-
нола и ледяной уксусной кислоты в соотношении 3 : 1. Для цитогенетического анализа пре-
параты окрашивали 2 % раствором красителя Гимза (“Gibco”, США) в течение 10 мин.

Метафазный анализ полученных препаратов хромосом проводили соответственно с 
общепринятыми международными требованиями. Учитывали все типы аберраций хромо-
сом, распознаваемых с элементами частичного кариотипирования. Из аберраций хромосом-
ного типа учитывали ацентрические фрагменты (парные и точковые), центрические кольца 
и дицентрические хромосомы. Метод метафазного анализа при равномерной окраске хро-
мосом позволяет регистрировать определенную часть стабильных аберраций – реципрок-
ные транслокации (примерно 20 % их общего количества). Из аберраций хроматидного типа 

Рис. 1. Частота аберраций хромосом в лимфоцитах крови радиологов со стажем работы не более 1,5 го да (а) 
и свыше 1,5 года (б)
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учитывали ацентрические фрагменты и обменные аберрации. На каждое наблюдение ана-
лизировали в среднем не менее 200 метафаз.

Результаты и их обсуждение. На рис. 1, а приведены предварительные данные цито-
генетического обследования представителей первой группы, которые планировали либо 
уже несколько месяцев (не более 1,5 года) работали радиологами. В 38 % случаев общая 
частота аберраций хромосом в ЛПК в 1,5—2 раза превышала средние популяционные по-
казатели. При этом в спектре хромосомных перестроек превалировали аберрации хрома-
тидного типа, в основном делеции, а в двух случаях наблюдали стабильные аберрации хро-
мосомного типа — транслокации (аномальные хромосомы). Повышенный выход аберраций 
хроматидного типа указывает на нестабильность генома обследованных лиц. Можно пола-
гать, что дополнительное профессиональное облучение будет усложнять нестабильность 
генома и, следовательно, повышать канцерогенный риск. Такое предположение подтверж-
дается данными цитогенетического обследования радиологов со стажем работы в сфере 
действия радиации 1,5 года и выше (см. рис. 1, б).

В отличие от первой группы, при цитогенетическом обследовании представителей 
второй группы, работающих радиологами свыше 1,5 года, примерно в 70 % случаев ре-
гистрируется повышенный уровень хромосомных аберраций. У 25 % обследованных лиц в 
спектре радиационно-индуцированных генетических повреждений наблюдаются лучевые 
маркеры (дицентрические и аномальные хромосомы) от 0,5 до 6,0/100 метафаз (рис. 2, 3). 
Это свидетельствует о лучевой нагрузке на геном обследованных профессионалов. 

Как отмечено выше, накопление хромосомных изменений в клетках и канцерогенная 
небезопасность облучения в надфоновых дозах диктуют необходимость разработки под-

Частота и спектр аберраций хромосом в культуре лимфоцитов периферической крови 
при сочетанном действии in vitro ионизирующего излучения и радиомитигаторов

Доза, Гр

Цитогенетические показатели (на каждые 100 проанализированных метафаз)

Частота 
аберрантных 
метафаз, %

Общая частота 
аберраций 
хромосом

Аберации 
хромосомного 

типа
Дицентрики

Аберрации 
хроматидного 

типа
Делеции

0,1 Гр 6,06 ± 0,3 6,06 ± 0,3 2,99 0,3 3,07 3,0
Ин+0,1 Гр 1,3 ± 0,1 1,66 ± 0,1 1,06 0,2 0,6 0,6
0,2 Гр 7,0 ± 1,1 7,06 ± 1,1 3,26 0,5 3,8 3,6
Ин+0,2 Гр 2,6 ± 0,4 2,6 ± 0,4 1,60 0,5 1,1 0,75
0,3 Гр 7,5 ± 0,9 7,76 ± 0,9 4,16 0,9 3,6 3,34
Ин+0,3 Гр 2,2 ± 0,6 2,2 ± 0,6 1,20 0,2 1,0 0,8
0,5 Гр 10,9 ± 1,2 11,3 ± 1,3 5,23 1,3 5,9 5,6
Ин+0,5 Гр 3,5 ± 1,0 4,5 ± 1,0 3,50 1,5 1,0 0,5
1,0 Гр 17,4 ± 1,5 18,6 ± 1,6 11,40 5,4 7,2 6,8
Ин+1,0 Гр 14,8 ± 1,1 15,5 ± 1,0 8,60 4,2 6,7 6,0
Т+0,2 Гр 3,0 ± 0,9 3,0 ± 0,9 2,0 — 1,0 1,0
Т+0,5 Гр 5,0 ± 1,1 5,0 ± 1,1 3,0 — 2,0 1,0
Т+1,0 Гр 10,0 ± 1,7 10,0 ± 1,7 6,0 — 4,0 4,0

Примечание. Ин — инозин 0,01 мг/мл крови; Т — тималин 0,002 мг/мл крови; p - 0,05.
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ходов для повышения радиорезистентности генома лиц, работающих в сфере действия 
ионизирующей радиации. К таким препаратам по праву можно отнести радиомитигатор 
нуклеозид пурина – инозин, а также препарат тимического происхождения — тималин 
(таблица).

Наибольший радиопротекторный эффект инозина и тималина наблюдается при об-
лучении in vitro клеток крови радиологов в диапазоне малых доз — 0,1—0,2—0,3—0,5 Гр. 
Так, в условиях дополнительного действия инозина в терапевтической концентрации 
(0,01 мг/мл крови) частота радиационно-индуцированных перестроек хромосом снижает-
ся в 3,6; 2,7; 3,5; 3,0 раза соответственно, достигая, таким образом, среднепопуляционного 
спонтанного уровня генетических повреждений в радиочувствительных клетках человека. 
Кроме того, под влиянием радиомитигаторов уменьшается (либо полностью исчезают) ко-
личество лучевых маркеров.  

Таким образом, предварительные результаты цитогенетического обследования ра-
диологов указывают на существенное возрастание генетических изменений в иммуно-
компетентных клетках — Т-лимфоцитах крови, ответственных за противоопухолевую за-
щиту человека. Данные цитогенетического обследования профессионалов, занятых в сфере 
действия ИИ, будут полезны для последующей индивидуально обоснованной первичной 
профилактики возникновения радиационно-ассоциированных опухолей [5]. Некоторые 
исследователи считают, что данные цитогенетического обследования не всегда в полной 
мере информативны для включения конкретного лица, работающего в сфере действия ИИ, 
в группу повышенного канцерогенного риска [15]. Полезным в этом плане нам представля-
ется изучение коррелятивных связей между уровнем хромосомных аберраций и оксида-
тивным статусом ЛПК, поскольку концентрация активных форм кислорода (АФК) напря-
мую связана с радиочувствительностью этих клеток. Кроме того, АФК принимает активное 
участие в регуляции ряда биологических процессов, патогенезе ряда заболеваний. Известно, 
что у ликвидаторов последствий аварии на ЧАЭС в отдаленные сроки содержание АФК в 
лимфоцитах крови существенно отличается от значений этого показателя у необлученных 
индивидуумов. Роль оксидативного статуса в формировании хромосомной нестабиль-

Рис. 2 . Дицентрическая хромосома и сопровождающий парный фрагмент [5]
Рис. 3 . Аномальная хромосома [5]
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ности клеток у лиц, чья профессиональная деятельность связана с использованием источ-
ников ИИ, будет изучена в наших дальнейших исследованиях.

Работа проведена в рамках Государственного заказа  МОН Украины на НИР (договор 
ДЗ/27-2017) “Радіобіологічне обґрунтування первинної індивідуальної профілактики радіа-
ційно-асоційованого раку” (№ 0117U006899, 2017—2018 гг.).
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ОЦІНКА ВПЛИВУ ПРОФЕСІЙНОГО 
ОПРОМІНЕННЯ НА ЦИТОГЕНЕТИЧНІ ПОКАЗНИКИ 
ЛІМФОЦИТІВ ПЕРИФЕРИЧНОЇ КРОВІ  

Виконано цитогенетичне обстеження радіологів із різним стажем роботи у сфері дії іонізуючого випромі-
нювання. Попередні дані вказують на те, що у радіологів зі стажем роботи понад 1,5 року у приблизно 70 % 
випадків реєструється підвищений рівень хромосомних аберацій, у тому числі дицентриків і транслокацій 
(від 0,5 до 6,0/100 метафаз). Це свідчить про променеве навантаження на геном обстежених професіона-
лів. Радіомітігатори інозин та тималін знижують частоту радіаційно-індукованих аберацій хромосом при 
опроміненні в малих дозах до значень середньопопуляційного спонтанного рівня.

Ключові слова: професійне опромінення, лімфоцити крові, нестабільність геному, канцерогенний ризик, ра-
діомітігатори.
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EVALUATION OF THE EFFECT OF PROFESSIONAL 
IRRADIATION ON CYTOGENETIC PARAMETERS 
OF PERIPHERAL BLOOD LYMPHOCYTES

The cytogenetic examination of radiologists with different work experiences in the field of ioni zing radiation has 
been performed. Preliminary data indicate that radiologists with over 1.5 years of experience exhibit, ~ in 70 % of 
cases, an increased level of chromosomal aberrations, including dicentrics and translocations (from 0.5 to 6.0 / 
100 metaphases). This indicates a radiation load on the genome of the examined professionals. The radiomitiga-
tors inosine and thymalin reduce the frequency of radiation-induced aberrations of chromosomes upon the ir-
radiation in small doses to the values of the average population spontaneous level.

Keywords: professional exposure, blood lymphocytes, genome instability, carcinogenic risk, ra diomitigators.



120 ISSN 1025-6415. Dopov. Nac. akad. nauk Ukr. 2018. № 10

ОПОВІДІ
НАЦІОНАЛЬНОЇ 
АКАДЕМІЇ  НАУК
УКРАЇНИ

© Л.М. Бабенко, М.В. Водка, Ю.Н. Акимов, А.В. Бабенко, И.В. Косаковская, 2018

Одним из ключевых экзогенных факторов, определяющим распространение и урожай ность 
сельскохозяйственных культур, является температура. При температурном стрессе в ре-
зультате образования активных форм кислорода, последующего пероксидного окисления 
липидов (ПОЛ) и нарушений в функционировании антиоксидантной системы происходят 
первичные изменения в клеточных мембранах. В плазмалемме и мембранах органелл наблю-
дается разрушение белково-липидных комплексов, что приводит к потере осмотичес ких 
свойств клетки. В результате происходит дезорганизация многих клеточных функций, сни-
жается скорость различных физиологических процессов, среди которых дыхание и фото-
синтез [1]. Структурные изменения в мембранах митохондрий — основных генераторах 
энергии — сопровождаются нарушением гомеостаза и истощением клетки. Митохондрии, 
которые являются мишенью окислительного стресса и местом формирования первичной 

doi: https://doi.org/10.15407/dopovidi2018.10.120
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Влияние экстремальных температур 
на ультраструктуру митохондрий клеток 
мезофилла листьев Triticum spelta
Представлено академиком НАН Украины Я.П. Дидухом

Проанализированы эффекты высокой (40 °С, 2 ч) и положительной низкой (4 °C, 2 ч) температур на уль-
траструктуру митохондрий клеток мезофилла листьев Triticum spelta L. Показано, что у контрольных 
астений митохондрии имели округлую форму, характеризовались электронноплотным матриксом и нали-
чием многочисленных развитых крист пластинчатого типа. При гипертермии митохондрии “разбу хали”, 
мембраны крист становились менее контрастными, снижалась электронная плотность матрикса, коли-
чество митохондрий возрастало. При гипотермии до 40 % митохондрий сохраняли округлую форму, по-
являлись органеллы “линзовидной”, “гантелевидной” и “чашевидной” формы. Количество митохондрий на 
диаметральном срезе клетки не изменялось. Изменение формы органелл приводило к увеличению площади 
их поверхности, что, вероятно, способствовало усилению обмена метаболитами с цитоплазмой и, таким 
образом, повышению стрессоустойчивости.

Ключевые слова: Triticum spelta, температурный стресс, митохондрии.
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реакции-ответа, играют важную роль в адаптации растений [2]. Показано, что при воздей-
ствии высокой температуры уменьшалось количество крист в митохондриях молодых ли-
стьев Oryza sativa [3]. В клетках корней Zea mays и Valerianella locusta снижалась электрон-
ная плотность матрикса митохондрий [4]. При отрицательной температуре отмечено набу-
хание митохондрий без нарушения целостности мембран оболочки с исчезновением системы 
крист у Brassica napus [5] и Arabidopsis thaliana [6]. При низкой положительной температуре 
снижалась электронная плотность матрикса митохондрий в клетках мезофилла листьев и 
уменьшался объем митохондрий у A. thaliana [7]. Выявленный спектр изменений в ультра-
структуре митохондрий при действии температурных стрессов указывает на возможность 
участия этих органелл в формировании стратегии выживания.

Пшеница занимает второе место по объему сбора урожая среди сельскохозяйственных 
культур в мире. В современном производстве обозначились тенденции к возрождению, се-
лекции и внедрению в производство забытых региональных зерновых культур, так называе-
мых античных злаков, которым является Triticum spelta. Благодаря ценным пищевым и хо-
зяйственным свойствам эта культура переживает второе рождение.

Ранее нами было показано, что в митохондриях клеток мезофилла листьев Triticum 
aestivum жароустойчивого сорта Ятрань 60 гипертермия вызывала формирование развитых 
крист, а при гипотермии происходило уменьшение объема крист и разбухание органелл, 
тогда как у морозоустойчивого сорта Володарка при действии высокой температуры ми-
тохондрии имели тенденцию к округлению, расстояние между кристами возрастало, а при 
гипотермии — часть органелл сохраняла овальную форму, однако около 30 % органелл 
приобретали “гантелевидную” форму [8]. В настоящем исследовании мы изучали характер 
изменений в ультраструктуре митохондрий клеток мезофилла листьев Triticum spelta — ди-
кого сородича культурной озимой пшеницы — в начальный период действия стрессовых 
температур для выяснения возможной роли структурных изменений этих органелл в фор-
мировании адаптивной реакции растения.

Материалы и методы. Растительный материал и условия выращивания. Опыты прово-
дили с 14-суточными растениями T. spelta (2n = 42) сорта Франкенкорн, созданного в 1990-х 
годах на основе старых сортов спельты путем обратного скрещивания. Сорт среднерослый, 
устойчив к полеганию, чрезмерному увлажнению, морозоустойчивый, экологически пла-
стичный, генетически чистый. Семена получены из коллекции Национального центра гене-
тических ресурсов растений Украины (г. Харьков). Промытые в дистиллированной воде 
семена переносили в чашки Петри на увлажненную раствором Кнопа фильтровальную бу-
магу и помещали в термостат при 24 °C в темноте. Через сутки чашки с проросшими семе-
нами переносили в камеру искусственного климата, где они находились 14 сут при 25 °C, 
относительной влажности 60—70 %, освещении 180 мкмоль/(м2·с), фотопериод составлял 
16/8 ч (день/ночь). Для создания условий теплового и холодового стрессов 14-суточные 
растения подвергали кратковременному (2 ч) воздействию температур 40 и 4 °C при ука-
занном режиме влажности и освещения.

Для электронномикроскопических исследований использовали высечки размером 1 × 2 мм, 
полученные из средней части второго листа. Предварительно образцы фиксировали 
2,5 % глутаральдегидом в 0,1 М кокадилатном буфере (pH 7,2) в условиях вакуумной ин-
филь трации при комнатной температуре (1 ч), затем при 4 °C в течение 4 ч. Образцы про-
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мы вали в том же буфере и проводили 
постфиксацию 1 % раствором ОsO4 в 
0,1 М кока дилатном буфере (pH 7,2) 
при 4 °C в течение 12 ч. Для обезво жи-
вания использовали раство ры эти ло во го 
спирта возрастающей концент рации и 
после обработки ацетоном заливали 
смесью эпоксидных смол эпона-812 и 
аралдита. Срезы, полученные на ультра-
микрото ме LKB-8800 (Шве ция), ана-
лизировали на электронном микроско-
пе JEM-1230 (JEOL, Япония). Для про-
ведения морфометрического анализа 
кле ток и органелл использовали про-

грамму UTHSCSA Image Tool 3 (США), применяя масштабную линейку электронно-микро-
ско пических изображений. В каждом варианте анализировали не менее 100 электрон но-
микроскопических изображений зафиксированных клеток.

Статистическую обработку резуль татов исследования проводили с исполь зованием One-
way ANOVA. Различия считали существенными при Р - 0,001. Представленные зна чения 
соответствуют средним и их стандартным ошибкам.

Результаты и обсуждение. Биоге нез митохондрий растений — сложный, мно госту-
пенчатый процесс, который зависит от согласованной экспрессии митохондриальных и 
ядерных генов. Баланс между различными этапами этого процесса определяет изменения 
ми тохондриального транскриптома и протеома, которые, в свою очередь, зависят от тем-
пературы окружающей среды [9].

В наших исследованиях было показано, что митохондрии в клетках мезофилла кон-
трольных растений T. spelta имели округлую форму, характеризовались электронноплот-
ным матриксом и многочисленными развитыми кристами пластинчатого типа (рис. 1, а). 
При действии высокой температуры в митохондриях мембраны крист становились менее 
контрастными. Наблюдалось частичное просветление матрикса органелл (см. рис. 1, б), ко-
личество которых возрастало (таблица). Кратковременная гипотермия вызывала сущест-

Ультраструктурные показатели митохондрий клеток мезофилла листа 
14-суточных растений Triticum spelta после кратковременного (2 ч) 
действия высокой (40 °C) и низкой (4 °C) положительных температур

Показатель
Вариант

Контроль 40 °C, 2 ч 4 °C, 2 ч

Количество митохондрий на диаметраль ном 
срезе клетки

6,00 ± 0,09 7,14 ± 0,05*** 5,99 ± 0,05

Площадь среза округлой митохондрии, мкм2 0,21 ± 0,01 0,25 ± 0,01*** 0,22 ± 0,01**

** Отличие от соответствующего контроля, P - 0,01 (n = 100).
*** Отличие от соответствующего контроля, P - 0,001 (n = 100).

Рис. 1. Ультраструктура митохондрий Triticum spelta. 
а — контроль, б — гипертермия (40 °C, 2 ч)



123ISSN 1025-6415. Допов. Нац. акад. наук Укр. 2018. № 10

Влияние экстремальных температур на ультраструктуру митохондрий клеток мезофилла листьев...

венные изменения архитектуры органелл: часть митохондрий (40 %) сохраняла круглую 
форму (рис. 2, а), однако отдельные органеллы приобретали “чашевидную” (б) и “лин-
зо видную” форму (в), встречались также митохондрии “гантеливидной” формы (г). Разме-
ры послестрессовых митохондрий значительно превышали размеры контрольных. Так, 
площадь среза “чашевидной” митохондрии составляла 1,02 ± 0,01 мкм2, “линзовидной” — 
0,44 ± 0,01 мкм2, а “гантеливидной” — 0,35 ± 0,01 мкм2. Высокодинамичным структурным 
показателем является форма митохондрий [10]. Сообщалось, что у теплолюбивых растений 
Episcia reptans (Mart), Ephedra vulgaris (Richt.) изменение формы митохондрий сопровож-
дается “высвечиванием” матрикса и исчезновением крист, что рассматривается в качестве 
симптома повреждения [11]. У холодоустойчивого вида Arabidopsis thaliana изменение фор-
мы митохондрий с округлой на “гантеливидную” и “чашевидную” носило обратимый харак-
тер [12]. У морозоустойчивого сорта Triticum aestivum Володарка при гипотермии на ми так-
же было зафиксировано образование “гантеливидных” митохондрий, размер кото рых до-
стигал 0,40 ± 0,02 мкм2 [8]. Предполагается, что такая форма органелл способствует 
увеличению площади их поверхности и облегчает обмен метаболитами с цитоплазмой [12]. 
Показано, что увеличение размеров митохондрий при кратковременном стрессе свидетель-
ствует о повышении дыхательной активности [12]. В работах других авторов сообщалось, 
что при длительном охлаждении растений увеличение размеров митохондрий не наблю-
далось, однако отмечалось увеличение их количества [13].

Образование различных форм митохондрий может указывать на их энергетический 
статус, а изменение их морфологии рассматривается в качестве одного из ранних индикато-
ров влияния процесса ПОЛ на клетку [14]. С использованием различных ПОЛ-ин ду ци ру-
ющих агентов показано, что морфологические изменения митохондрий происходят на фоне 
разобщения окислительного фосфорилирования в дыхательной цепи, которое, как извест-
но, относится к неспецифическим стрессовым реакциям. Однако, определяются ли конфор-
мационные изменения митохондрий их энергетическим состоянием или же на энергетиче-
ское состояние влияют конформационные изменения, остается невыясненным [14].

В последние десятилетия сформировались представления, согласно которым повреж-
дения растений вследствие действия температурного стресса начинаются с нарушений 
структуры и функций мембран. Мембранные изменения являются наиболее ранней реак-

Рис. 2. Митохондрии в клетке мезофилла листка 14-суточных рас тений Triticum spelta после гипотермии 
(4 °C, 2 ч): а — округлые; б — “чашевидные”; в — “линзовидные”; г — “гантелевидные”
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цией на действие гипотермии. Предполагается, что ключевая роль в формировании устой-
чивости к гипотермии связана с увеличением доли ненасыщенных жирных кислот в 
липидном слое мембран [15]. Изменения жирнокислотного состава липидов направлены на 
сохранение текучести мембран на уровне, достаточном для функционирования фотосин-
тетического и энергетического аппаратов клетки, что позволяет растениям выживать в 
условиях экстремальных температур. Так, большая гибкость и эластичность мембран мо -
ро зоустойчивых растений, содержащих значительные количества ненасыщенных жирных 
кислот, позволяют митохондриям в широком диапазоне температур активно изменять 
свой объем, что обеспечивает клетке более высокий энергетический потенциал. И, наоборот, 
меньшая гибкость мембран чувствительных к охлаждению тканей мешает клетке изменять 
скорость окисления, способствует снижению проницаемости для субстратов окисления, 
ведет к накоплению повреждающих клетки интермедиатов. Изменения физико-химиче-
ских свойств мембран митохондрий, обусловливающие изменения в энергетическом ме та-
болизме, отражались и на физиологических показателях.

В результате проведенных нами исследований выявлены изменения в ультраструктур-
ной организации митохондрий 14-суточных растений T. spelta, зафиксированные в ответ на 
кратковременные температурные стрессы. При гипертермии увеличи валось число орга-
нелл и уменьшалась контрастность мембран крист, а также снижалась электронная плот-
ность матрикса. Гипотермия сопровождалась изменениями в архитекту ре митохондрий, 
появлением органелл “линзовидной”, “гантеливидной” и “чашевидной” формы, что приво-
дило к увеличению площади их поверхности и способствовало усиле нию обмена метабо-
литами с цитоплазмой. В целом наши исследования показали, что мито хонд рии, являются 
не только мишенью стресса, но и активно участвуют в формировании реакции-ответа.

Работа выполнена в рамках финансируемого НАН Украины проекта № ІІІ-82-17.454 
“Фитогормональная система новых генотипов Triticum aestivum L. и её диких предков при 
действии экстремальных климатических факторов” (2017—2021 гг).
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ВПЛИВ ЕКСТРЕМАЛЬНИХ ТЕМПЕРАТУР НА УЛЬТРАСТРУКТУРУ 
МІТОХОНДРІЙ КЛІТИН МЕЗОФІЛУ ЛИСТКІВ TRITICUM SPELTA

Проаналізовано ефекти високої (40 °С 2 год) і позитивної низької (4 °С 2 год) температур на ультра-
структуру мітохондрій клітин мезофілу листків Triticum spelta L. Показано, що у контрольних рослин мі-
тохондрії мали округлу форму, характеризувалися електроннощільним матриксом і наявністю численних 
розвинених крист пластинчастого типу. За умов гіпертермії мітохондрії “розбухали”, мембрани крист ста-
вали менш контрастними, знижувалася електронна щільність матриксу, кількість мітохондрій зростала. 
За умов гіпотермії до 40 % мітохондрій зберігали округлу форму, з’являлися органели “лінзоподібної”, 
“гантелеподібної” і “чашоподібної” форми. Кількість мітохондрій на діаметральному зрізі клітини не змі-
нювалася. Зміна форми органел зумовлювала збільшення площі їх поверхні, що, ймовірно, сприяло зрос-
танню обміну метаболітами з цитоплазмою і, таким чином, підвищенню стресостійкості.

Ключові слова: Triticum spelta, температурний стрес, мітохондрії.
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EXTREME TEMPERATURE EFFECTS ON THE ULTRASTRUCTURE 
OF MITOCHONDRIA OF MESOPHYLL CELLS IN TRITICUM SPELTA LEAVES

The effects of high (40 °С, 2 h) and positive low (4 °С, 2 h) temperatures on the ultrastructure of mitochon d ria 
of the mesophyll cells in Triticum spelta L. leaves are analyzed. Control plants are shown to have round mito-
chondria and are characterized by an electron-dense matrix and the presence of numerous developed laminar 
cristae. Under conditions of hyperthermia, mitochondria were “swollen”, the crystal membranes became less 
contrast, the electron density of the matrix decreased, and the number of mitochondria increased. With hy-
pothermia up to 40 %, the mitochondria retained a rounded shape, and organelles of “lenticular”, “dumbbell”, 
and “cup-shaped” forms appeared. The number of mitochondria in the diametrical section of a cell did not change. 
Changing in the shape of the organelles led to an increase in the area of their surface, which probably promotes 
the metabolites exchange with cytoplasm and thus contributes to the increased stress tolerance.

Keywords: Triticum spelta, temperature stress, mitochondria.
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