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Резонансні рівняння 
і класичні ортогональні многочлени
Представлено академіком НАН України В.Л. Макаровим

З використанням загальної теореми В.Л. Макарова про зображення частинних розв’язків резонансних рів-
нянь у банахових просторах (1974) побудовано та обґрунтовано рекурентний алгоритм знаходження час-
тинних розв’язків резонансних рівнянь першого та другого роду із загальним диференціальним оператором 
для класичних ортогональних многочленів. Наведено приклад загального розв’язку резонансних рівнянь із ди-
ференціальним оператором для многочленів Лежандра.

Ключові слова: резонансне рівняння, гіпергеометричне рівняння, гіпергеометричні функції, конфлюентні 
гіпергеометричні функції, загальний розв’язок, класичні ортогональні многочлени, функції другого роду.

ОПОВІДІ
НАЦІОНАЛЬНОЇ 
АКАДЕМІЇ  НАУК
УКРАЇНИ

МАТЕМАТИКА

В літературі є різні означення математичного резонансу. Наприклад, в [1] гранична задача 
називається резонансною, якщо оператор, визначений диференціальним рівнянням та гра-
ничними умовами, не має оберненого. У даній роботі ми будемо дотримуватися такого 
оз начення [2—5]: рівняння Lf g=  з правою частиною, що задовольняє рівняння 0Lg =  
(або, іншими словами, яка належить ядру N(L) оператора L), називається резонанcним.

Наприклад, такі рівняння є частиною дуже ефективного FD-методу розв’язування опе-
раторних рівнянь і задач на власні значення [6]. Ці рівняння виникають у теорії супер-
симетричних операторів Казиміра та ді-спін алгебр [2, 3]. Вони виникають також під час 
розв’язування операторних рівнянь вигляду 2 0A u =  з деяким оператором A. Використо-
вуючи позначення Au v= , ми зводимо це рівняння до пари рівнянь 0Av = , Au v= , друге з 
яких є резонансним.

Їх важливість для практики можна пояснити, зокрема, на такому прикладі. Нехай дея-
ку систему можна математично описати рівнянням Au u f−λ =  у певному гільбертовому 
просторі H, де оператор A повністю визначений його власними значеннями jλ , 1, 2,j = … , та 
відповідними власними векторами uj, 1, 2,j = … , що утворюють базис простору. Тут число λ 
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є параметром, який характеризує систему. Якщо права частина (збудження) має вигляд 

kf u= α  з деякими фіксованими α, k, то розв’язком операторного рівняння є

.k
k

u u
α=

λ −λ  
Ми бачимо, що норма u , яку можна трактувати як “амплітуду” розв’язку, необме-

жено зростає в таких випадках:  
1) якщо α → � (тобто амплітуда збудження необмежено зростає);
2) системний параметр прямує до деякого власного значення kλ  оператора: kλ→λ .
У другому випадку описане явище резонансу, а параметр kλ  оператора визначає резо-

нансну частоту системи.
Явище резонансу відіграє дуже важливу роль у природі та в різноманітних технічних 

застосуваннях, наприклад у медичній діагностиці (magnetic resonance imaging або nuclear 
spin tomography), динаміці твердих тіл і рідин тощо.

У даній роботі ми пропонуємо та обґрунтовуємо загальний алгоритм знаходження час-
тинних розв’язків резонансних рівнянь із диференціальними операторами гіпергеометрич-
ного типу, а також виродженими операторами гіпергеометричного типу, що визначають кла-
сичні ортогональні многочлени як один із двох лінійно незалежних розв’язків відповідного 
однорідного диференціального рівняння. Другим лінійно незалежним розв’язком однорід-
ного рівняння є відповідні так звані функції другого роду. За допомогою цих двох лінійно 
незалежних розв’язків однорідного рівняння, а також частинного розв’язку неоднорідного 
рівняння можна записати загальний розв’язок неоднорідного резонансного рівняння.

Вірним є таке твердження [4, 5]:
Теорема 1. Нехай A — лінійний оператор, що діє з банахового простору X в X і нехай зв’яз-

на множина ( )AΣ , яка лежить у комплексній площині, є спектром A. Якщо ( )Aλ∈Σ , ( )f λ ∈ 
( )N A E∈ −λ  — сильно диференційовна функція, то частинний розв’язок резонансного рівняння

( ) ( )A u f− λ = λ

можна вибрати у вигляді

( )
( ) .

df
u

d
λλ =
λ

 (1)

Розглянемо такий диференціальний оператор гіпергеометричного або виродженого гі-
пергеометричного типу:

2

2

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ),n n

n n n
d u x du x

A u x x n u x
dxdx

= σ + τ +λ

де 2
2 1 0( ) ,x a x a x aσ = + +  1 0( ) ,x b x bτ = +  1 2( 1)n nb n n aλ = λ = − − − , 2a , 1a , 0a , 1b , 0b , λ =   

1 2( ) ( 1)nn nb n n a= λ = λ = − − − — деякі параметри. Цей оператор для різних значень параме-
трів визначає класичні ортогональні многочлени Якобі, Ерміта, Лягерра. Такий многочлен, 
який ми для всіх класичних ортогональних многочленів позначатимемо ),(nP x  є одним з 
лінійно незалежних розв’язків однорідного рівняння

0nA u =  (2)
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або функцією першого роду. Іншим лінійно незалежним розв’язком однорідного рівняння є 
відповідна функція другого роду ),(nQ x  отже, загальний розв’язок однорідного рівняння 
можна записати у вигляді

1 2) ) )( ( (n nu x c P x c Q x= + ,

де 1c , 2c  — довільні сталі. З метою скорочення викладу будемо застосовувати позначен-
ня )(nR x , коли мова йтиме про функції першого або другого роду.

Функції першого роду (класичні ортогональні многочлени) та функції другого роду 
(які не є многочленами) задовольняють одне й те ж саме диференціальне рівняння (2), а 
також одне й те ж саме рекурентне співвідношення 

1 1) ( ) ) ), 1, 2, ,( ( (n n n n n nR x x R x R x n+ −= α +β − γ = …

з певними незалежними від x сталими nα , nβ , nγ .
Неоднорідне рівняння

2

2

) )
) ) ) ) ) )

( (
( ( ( ( ( (n n

n n n n
d u x du x

A u x x x n u x x
dx x

P
d

= σ + τ +λ =  (3)

є резонансним, будемо його називати резонансним рівнянням першого роду. Неоднорідне 
рівняння

2

2

) )
) ) ) ) ) )

((
( ( ( ( ( (n n

n n n n
d u x du x

A u x x x n u x Q x
dxdx

= σ + τ +λ =  (4)

будемо називати резонансним рівнянням другого роду. 
Загальний розв’язок неоднорідних резонансних рівнянь можна зобразити у вигляді

( )
1 2 ˆ) ) ) ),( ( ( (k

n n nu x c P x c Q x u x= + +  1, 2,k =

де ( )ˆ )(k
nu x  — частинний розв’язок неоднорідного рівняння першого або другого роду, а 1c , 

2c  — довільні сталі.
Для знаходження частинних розв’язків резонансних рівнянь із диференціальними опе-

раторами класичних ортогональних многочленів ми пропонуємо такий алгоритм.
1. За допомогою формули (1) з теореми 1 знаходимо частинні розв’язки резонансного 

рівняння (3) або (4) для 0, 1n = . Позначимо їх

0
0

)1
) ,

(
(

)(
dR x

x
n d

ν

ν=
χ = −

′λ ν
 

(5)

1
1

)1
)

)
(

(
(

dR x
x

n d
ν

ν=
χ = −

′λ ν

(тут і надалі диференціювання за натуральним параметром n означає: 1) перехід до дійс-
ного параметра ν, тобто використання відповідних зображень ( )R xν  через гіпергеометрич-
ні чи вироджені гіпергеометричні функції; 2) диференціювання за дійсним параметром; 
3) заміна у виразі для похідної дійсного ν на ціле невід’ємне n).
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2. Будуємо такі початкові частинні розв’язки резонансного рівняння:

0 0 0 0 0 0) ) ) )( ( ( (u x x c P x d Q x= χ + + , 1 1 1 1 1 1 )(( ) ( () )u x x c P x d Q x= χ + + , (6)

де 10 1 0, , ,c c d d  — на цьому кроці довільні сталі, які будуть визначені нижче таким чином, 
щоб отримана за рекурентним співвідношенням функція 2( )u x  задовольняла резонансне 
диференціальне рівняння.

3. Шляхом диференціювання рекурентного співвідношення 

1 1) ) )( ( ( ) (n n n n n nR x x R x R x+ −= α +β − γ , 1, 2, ,n = …  (7)

для класичних ортогональних поліномів чи, відповідно, функцій другого роду за парамет-
ром n приходимо до рекурентного співвідношення для частинних розв’язків резонансного 
рівняння першого або другого роду

1 1
1

( ) ( ) ( ) ( ) ( 1) ( )
( 1)n n n n n nu x n x u x n u x
n+ −

⎡= − λ α +β + λ − γ +′ ′⎢λ +′ ⎣

1) ) ,( (n n n
n n

d d d
x R x R x

dn dn dn −
α β γ⎛ ⎞ ⎤+ + −⎜ ⎟ ⎥⎝ ⎠ ⎦

  1, 2,n = … . (8)

Покладаємо в ньому 1n = , підставляємо початкові частинні розв’язки (5) і враховуємо ви-
могу, щоб одержаний вираз задовольняв резонансне рівняння (3) або, відповідно, (4) для 

2n = . Звідки й знаходимо сталі 10 1 0, , ,c c d d .
Вірною є
Теорема 2. Функції 1 ( )nu x+ , побудовані за рекурентним алгоритмом (5)–(8), задоволь-

няють для всіх n резонансне рівняння першого або, відповідно, другого роду.
Доведення будемо проводити за індукцією. Функції ( )pu x , 0, 1, 2p = , задовольняють 

резонансне рівняння за побудовою. Припустимо, що всі функції ( )pu x , 0, 1, ,p n= … , також 
задовольняють це рівняння, і покажемо, що те ж саме справджується й для функції 1 ( )nu x+ . 
Дійсно, застосуємо до обох частин формули (8) оператор

2

1 2
( ) ( ) ( 1).n

d d
A x x n

dxdx
+ = σ + τ +λ +

Тоді будемо мати

1 1
( )1

( ) 2 ( ) ( ) ( )
( 1)n n

dR xd
A u x x x R x

n d dx
ν

+ + ν ν +
⎧ ⎡ ⎤= − σ + τ α⎨ ⎢ ⎥′λ + ν ⎣ ⎦⎩

1

1
1 1

( ) ( )
( ) ( ) ) .(

n n n

d d
d x R x d R x

d d

ν ν−

ν ν ν ν ν−
+ + ν=

⎫λ ξ λ ξ ⎪+ ξ α +β − ξ γ ⎬ξ ξ ⎪⎭
∫ ∫  (9)

Далі будемо використовувати відомі формули диференціювання функцій першого чи 
другого роду (див. [7, с. 171, ф-ла (15), с. 189, ф-ла (12), с. 193, ф-ла (14)])

1 2 1
( )

( ) [ ( ) ( )] ( ) ( ) ( )n
n n

dR x
x q n x q n R x s n R x

dx −σ = + +  (10)
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для отримання виразу похідної відповідної функції через її саму і одну сусідню. Про ди-
ференціюємо цю рівність за n і скористаємось теоремою 1. Тоді одержимо 

( )
( ) ( ) ndu x
n x

dx
′−λ σ =

1 2 1( )[ ( ) ( )] ( ) ( 1) ( ) ( )n nn q n x q n u x n s n u x−′ ′= −λ + −λ − +

1 2
1

( ) ( ) ( )
( ) ( ).n n

dq n dq n ds n
x R x R x

dn dn dn −
⎡ ⎤+ + +⎢ ⎥⎣ ⎦

 (11)

Запишемо формулу (9) у розгорнутому вигляді, застосуємо теорему 1, формулу (11) та 
прирівняємо до нуля коефіцієнти при ( )nu x , 1( )nu x− . З одержаної системи лінійних алге-
браїчних рівнянь знаходимо 

1 2( ) [ (2 1) ],n

n
s n b n a

γ
= − + −

α

1 1 2
1

( ) [ ( 1) ( )] ,
2

q n b n n na= − +λ + −λ =   (12)

0 0
2 1 2( ) [ ( 1) ( )] [ 2 ].

2 2 2 2
n n

n n

b b
q n n n b na

β β
= − − λ + −λ = − + +

α α

Неважко перевірити, що коефіцієнти формул диференціювання для всіх класичних 
ортогональних многочленів задовольняють (12).

Отже, у формулі (10) враховується інформація тільки стосовно коефіцієнтів ди фе-
ренціального рівняння та рекурентного співвідношення для функцій першого і другого 
роду. Вона є значно зручнішою у застосуванні, ніж формула (3) (див. [8, с. 32]). У подаль-

шому розгорнутий вигляд формули (9) буде містити тільки функції 
( )ndR x

dx
, ( )nR x , 

1 ( )nR x−  та їх коефіцієнти. Похідну ( )/ndR x dx  змінюємо на її вираз згідно з (10), і після 
нескладних, але досить громіздких перетворень, одержуємо 1 1 1( ) ( )n n nA u x R x+ + += , що й 
потрібно було довести.

Як приклад, розглянемо таке резонансне рівняння Лежандра першого роду:

2 ( )
(1 ) ( 1) ( ) ( ),n

d du x
x n n u x P x

dx dx
⎡ ⎤− + + =⎢ ⎥⎣ ⎦

де ( )nP x  — многочлен Лежандра, та рівняння другого роду, в якому замість многочлена Ле-
жандра в правій частині стоїть функція Лежандра другогу роду

1 22 (1 ) ( !) 2
( ) 1, 1; 2 2;

(2 1)! 1

n n

n
x n

Q x F n n n
n x

− −+ ⎛ ⎞= + + + =⎜ ⎟+ +⎝ ⎠
1

2

0 2 1
1

2 2 3
( ) ( ) ( ),

(2 1) ( 1)

n

n n k
k

n k
Q x P x P x

k n k

+⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

− +
=

− += −
− − +∑  (13)
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a F є гіпергеометричною функцією. Загальний розв’язок резонансних рівнянь Лежандра 
першого та другого роду зображується у вигляді

( ) ( ) ( )
1 2( ) ( ) ( ) ( ),k k k

k n n nu x c P x c Q x u x= + +   1, 2,k =

де ( )
1

kc , ( )
2

kc  — довільні сталі, а ( ) ( )k
nu x  є частинним розв’язком відповідного неоднорід-

ного рівняння.
За допомогою нашого алгоритму знаходимо такі частинні розв’язки резонансного рів-

няння Лежандра першого роду:

(1) 21
( ) ( )ln(1 ) ( ),

2(2 1)n n nu x P x x v x
n

= − − +
+

де функції ( )nv x  задовольняють рекурентне співвідношення

2

1 1
1 (2 1) (2 1)

( ) ( ) ( )
2 3 1 1n n n

n x n n
v x v x v x

n n n+ −
⎡ + −= − − + +⎢

+ + +⎢⎣

12 2

1
( ) ( ) ,

( 1) ( 1)
n n

x
P x P x

n n
−

⎤
+ − ⎥

+ + ⎥⎦
  1, 2, ,n = …

0 ( ) 0v x = , 1 ( )
3
x

v x = − .

Зокрема, отримаємо

(1) 2
0

1
( ) ln(1 ),

2
u x x= − −

(1) 2
1

1
( ) ln(1 ) .

6 3
x

u x x x= − − −

Для частинних розв’язків резонансного рівняння Лежандра другого роду одержимо

0 0 ,( ) ( ) ( )x P x w xχ = −

2
1 1

1 1 2
( ) ( ) ( ) ln( 1) ,

3 6 3
x P x w x xχ = − − − −

22 1 1
( ) polylog 2, ln ( 1) ln( 1)ln( 1)

1 2 2
w x x x x

x
⎛ ⎞= − − + + + − =⎜ ⎟⎝ ⎠+

22 1 1
dilog ln ( 1) ln( 1)ln( 1),

1 2 2
x x x

x
⎛ ⎞= − − + + + −⎜ ⎟⎝ ⎠+

 1,x >

де polylog є так званою полілогарифмічною функцією порядку s та аргументу z: 

polylog (s, z) = Lis
1

( ) k s

k

z z k
∞

=
= ∑
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(dilog, що позначається також Li2 (z) — це частинний випадок функції polylog для s = 2). 
Згідно з нашим алгоритмом, для частинних розв’язків резонансного рівняння другого ро-
ду в результаті будемо мати рекурентне співвідношення

2
(2) (2)(2)

1 1 2

1 (2 1) (2 1)
( ) ( ) ( ) ( )

2 3 1 1 ( 1)
n nn n

n x n n x
u x u x u x Q x

n n n n
+ −

⎡ + −= − − + + −⎢
+ + + +⎢⎣

12

1
( ) ,

( 1)
nQ x

n
−

⎤
− ⎥

+ ⎥⎦
  1, 2, ,n = …

із відповідно “виправленими” початковими умовами

(2)
0 00

1
( ) ( ) ( ) ( ),

2
u x P x w x Q x= − −

(2) 2
1 11

1 1 1
( ) ( ) ( ) ln( 1) ( ) 1

3 6 2
, ,u x P x w x x Q x x= − − − − >

і, наприклад, такий частинний розв’язок:

(2) 2
2 22

1 3 1 1 3 1
( ) ( ) ( ) ln( 1) ln ( ),

5 20 30 1 5 3
x x x

u x P x w x x Q x
x
+⎛ ⎞= − − − − − −⎜ ⎟−⎝ ⎠

 1.x >

Зауважимо, що в наведених вище формулах булo використане зображення функції Ле-
жандра другого роду (13).
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РЕЗОНАНСНЫЕ УРАВНЕНИЯ И КЛАССИЧЕСКИЕ 
ОРТОГОНАЛЬНЫЕ МНОГОЧЛЕНЫ

С использованием общей теоремы В.Л. Макарова о представлении частичных решений резонансных урав-
нений в банаховых пространствах (1974) построен и обоснован рекуррентный алгоритм нахождения част-
ных решений резонансных уравнений первого и второго рода с общим дифференциальным оператором 
для классических ортогональных многочленов. Приведен пример общего решения резонансных уравне-
ний с дифференциальным оператором для многочленов Лежандра.

Ключевые слова: резонансное уравнение, гипергеометрическое уравнение, гипергеометрические функции, 
конфлюэнтные гипергеометрические функции, общее решение, классические ортогональные многочлены, 
функции второго рода.

I.P. Gawriljuk 1, V.L. Makarov 2

1 Duale Hochschule Gera-Eisenach, Germany
2 Institute of Mathematics of the NAS of Ukraine, Kiev
E-mail:  iwan.gawriljuk@dhge.de, makarov@imath.kiev.ua

RESONANT EQUATIONS AND CLASSICAL 
ORTHOGONAL POLYNOMIALS

Using the general theorem by V.L. Makarov on the representation of particular solutions of the resonant equa-
tion in Banach spaces (1974), the authors propose and justify an recurrent algorithm for particular solutions of 
the resonant equations of the first and second kinds with the general differential operator defining the classical 
orthogonal polynomials. An example of the general solution of the resonant equations with the differential 
Legendre operator is given. 

Keywords: resonant equation, hypergeometric equation, hypergeometric functions, confluent hypergeometric func-
tions, general solution, classical orthogonal polynomials, functions of the second kind.
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Розглядається неявне різницеве рівняння

1 , 0 1 2n n nAx Bx f n+ + = = , , , ,…  (1)

де ,A B  — квадратні матриці порядку N  з цілими елементами, N
nf ∈ , 0 1 2n = , , ,… . Будемо 

розглядати цілочисельні розв’язки рівняння (1), тобто такі розв’язки, для яких N
nx ∈ , 

0 1 2n = , , ,… . Численні результати про існування, єдиність та зображення розв’язків рів-
няння (1) у банахових просторах та різних обмеженнях на послідовність 0{ }n nf ∞

=  одержано в 
працях [1—6] та ін.

У повідомленні розглядається також однорідне різницеве рівняння

1 0, 0,1, 2,n nAx Bx n+ + = = …  (2)

Єдиність цілочисельного розв’язку рівняння (1) означає, що однорідне рівняння (2) має 
тільки тривіальний цілочисельний розв’язок 0nx = , 0 1 2n = , , ,… . Через I  позначається 
одинична матриця порядку N .

1. Вкажемо необхідні та достатні умови, за яких рівняння (1) має єдиний цілочи-
сель ний розв’язок 0{ }n nx ∞

=  при будь-якій цілочисельній правій частині 0{ }n nf ∞
= . Ці умови є 

аналогічними умовам наслідку 2 роботи [6], в якому рівняння (1) вивчалось у банахових 
просторах.

Теорема 1. Для того щоб різницеве рівняння (1) мало єдиний цілочисельний розв’язок 

0{ }n nx ∞
=  при будь-якій цілочисельній правій частині 0{ }n nf ∞

= , необхідно і достатньо, щоб мат-
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Цілочисельні розв’язки векторного 
неявного лінійного різницевого рівняння в ZN 
Представлено академіком НАН України Є.Я. Хрусловим

Доведено критерій існування та єдиності цілочисельного розв’язку неявного лінійного різницевого рівняння  

1n n nAx Bx f+ + =  з матрицями A, B, елементами яких є цілі числа. Одержано також достатні умови єди-
ності цілочисельного розв’язку цього рівняння.

Ключові слова: неявне різницеве рівняння, цілочисельний розв’язок.



12 ISSN 1025-6415. Dopov. Nac. akad. nauk Ukr. 2018. № 11

С.Л. Гефтер, А.Б. Гончарук, О.Л. Півень

риця B була унімодулярною (тобто det 1B = ± ), а матриця 1B A−  — нільпотентною. При 
цьому якщо 1r +  — індекс нільпотентності матриці 1B A− , то єдиний розв’язок рівняння (1) 
визначається формулою

1 1

0

( ) , 0,1, 2, .
r

k
n n k

k

x B A B f n− −
+

=
= − =∑ …    (3)

Доведення. Достатність. Існування, єдиність та зображення (3) дійсного розв’язку 
рівняння (1) випливають з наслідку 2 роботи [6]. Цілочисельність розв’язку, що визнача-
ється формулою (3), випливає з того, що внаслідок унімодулярності матриці B  елементи 
матриць 1B−  і 1B A−  є цілими числами.

Необхідність. Нехай права частина рівняння (1) має вигляд 0nf =  при 0n ≠ . Тоді від-
повідний єдиний розв’язок цього рівняння 0{ }n nx ∞

=  задовольняє однорідне рівняння

1 0, 1, 2, .n nAx Bx n+ + = = …

Внаслідок єдиності розв’язку цього рівняння маємо  0,nx =  n = 1, 2, . . . Тоді вектор 0x  є ці-
лочисельним розв’язком лінійного рівняння 0 0Bx f= . Це рівняння має єдиний цілочи-
сельний розв’язок при будь-якому 0

Nf ∈ . Тому матриця B  є унімодулярною та рівняння 
(1) еквівалентне рівнянню

1 , 0,1, 2, ,n n nTx x g n+ = − = …   (4)

де 1T B A−= −  — матриця з цілими елементами, а 1 N
n ng B f−= ∈ . Рівняння (4) також має 

єдиний цілочисельний розв’язок при будь-якій цілочисельній правій частині 0{ }n ng ∞
= .

Покажемо, що матриця T є нільпотентною. Для будь-якого λ∈ , 0λ ≠  та 0
Ng ∈  

покладемо в (4) 0, 1, 2, .n
ng g n= λ = …  Тоді ми отримаємо рівняння

1 0

1
1 0

, 1, 2, ,

, 1, 2, .

n
n n

n
n n

Tx x g n

Tx x g n

+
−

−

= −λ =

= −λ =

…

…
   (5)

Тому послідовність 1, 1, 2,n n ny x x n−= − λ = …  є цілочисельним розв’язком однорідно го 
рівняння

1 , 1, 2,n nTy y n+ = = … .

З урахуванням припущення єдиності розв’язку цього рівняння маємо 0, 1, 2,ny n= = … . 
Тоді 0

n
nx x= λ . Підставляючи цей розв’язок у рівняння (5), отримаємо

1
0 0 0, 1, 2,n n nTx x g n+λ = λ −λ = … .

Оскільки 0λ ≠ , то звідси одержимо, що невідомий вектор 0x  є цілочисельним роз в’яз ком 
системи лінійних рівнянь

0 0( )I T x g−λ = .

Ця система має єдиний цілочисельний розв’язок при будь-якій цілочисельній правій частині 0g . 
Тому при будь-якому λ ∈  матриця I T−λ  є унімодулярною, тобто det( ) 1,I T− λ = ± λ ∈ . 
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Таке можливо тільки у випадку, коли det( ) 1I T−λ ≡ . Це означає, що матриця T має єдине 
власне значення 0μ = . Тому матриця T  є нільпотентною. Теорему доведено.

Через ijC  позначимо алгебраїчне доповнення елемента ijc  матриці C A B= + . Розгля-
не мо таку умову існування та єдиності цілочисельного розв’язку лінійного рівняння (1) 
зі сталою правою частиною: , 0 1 2nf f n= = , , ,… .

Теорема 2. Нехай однорідне рівняння (2) має тільки тривіальний цілочисельний роз-
в’язок та в рівнянні (1) 1 *( , ..., ) , 0 1 2N N

nf f f f n= = ∈ = , , ,… . Тоді det 0C ≠  і рівняння (1) 
має цілочисельний розв’язок у тому і тільки в тому випадку, коли detC  є дільником чисел 

1

, 1, ...,
N

i
ij

i

C f j N
=

=∑ . При цьому розв’язок є сталим і має вигляд

1 , 0,1, 2, .nx C f n−= = …  (6)

Наслідок 1. Розглянемо скалярне різницеве рівняння порядку N

1 1 1 1 0... , 0,1, 2, ,N n N N n N n nc x c x c x c x f n+ − + − += + + + + = …  (7)

в якому 0, , ,Nc c f ∈… . Нехай відповідне однорідне рівняння

1 1 1 1 0... , 0,1, 2, ,N n N N n N n nc x c x c x c x n+ − + − += + + + = …   (8)

має тільки тривіальний розв’язок у цілих числах. Тоді 
1

0

0
N

N j
j

c c
−

=
− ≠∑  і рівняння (7) має роз-

в’я зок у цілих числах у тому і тільки в тому випадку, коли f  ділиться на 
1

0

N

N j
j

c c
−

=
− ∑ . При 

цьому розв’язок рівняння (7) є сталим та має вигляд

1

0

, 0,1, 2, .n N

N j
j

f
x n

c c
−

=

= =
− ∑

…

2. Одержимо тепер деякі достатні умови єдиності цілочисельного розв’язку рівнян-
ня (1). Зазначимо, що коли матриця B  не є оборотною, то рівняння (2) завжди має нетри-
віальний цілочисельний розв’язок. Тому в подальшому ми будемо припускати, що матриця 
B  є оборотною, і отже, жмуток A Bλ +  є регулярним. Використовуючи канонічну форму 
Вейєрштраса регулярного жмутка матриць [7, гл. XII, §2], отримаємо таку достатню умову 
єдиності розв’язку рівняння (1).

Теорема 3. Нехай усі корені характеристичного полінома det( )A Bλ +  жмутка матриць 
A Bλ +  лежать у крузі { :| | 1}λ λ < . Тоді рівняння (2) має тільки тривіальний цілочисельний 

розв’язок.
Наслідок 2. Розглянемо однорідне скалярне різницеве рівняння (8) з цілими коефіцієнта-

ми 0, , Nc c… , де 0 0c ≠ . Якщо  всі корені характеристичного рівняння

1

0

0
N

N j
N j

j

c c
−

=
λ − λ =∑   (9)

лежать у крузі { :| | 1}λ λ < , то рівняння (8) має тільки тривіальний розв’язок у цілих числах.
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Нижченаведена теорема єдиності базується на застосуванні теореми Поліа про ці-
лозначні цілі функції [8, гл. I, § 5, п. 10].

Теорема 4. Нехай усі корені характеристичного полінома det( )A Bλ +  жмутка матриць 
A Bλ +  лежать в області

2 2 2{ : 0, | | , ln ln 2 } \ {1}.iG re r rϕ= λ = > ϕ < π < −ϕ  (10)

Тоді рівняння (2) має  тільки тривіальний цілочисельний розв’язок.
Наслідок 3. Розглянемо однорідне скалярне різницеве рівняння (8) з цілими коефіцієнта-

ми 0, , Nc c… . Нехай усі корені характеристичного рівняння (9) лежать в області (10). Тоді 
рівняння (8) має тільки тривіальний розв’язок у цілих числах.

Зауваження 1. Використовуючи теорему Пізо [9, теорема 3.4], можна отримати таке 
узагальнення наслідку 3. Якщо всі корені характеристичного рівняння (9) лежать в області

2 2
1

3 3
{ : 0, | | , ln 0,64 } \ 1, 2, ,

2
i i

G re r rϕ ⎧ ⎫±⎪ ⎪= λ = > ϕ < π < −ϕ ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

то рівняння (8) має тільки тривіальний розв’язок у цілих числах.
У нижченаведеній теоремі встановлюється ще одна ознака єдиності цілочисельного 

розв’язку рівняння (1) при обмеженнях на коефіцієнти характеристичного полінома 
det( )A Bλ +  регулярного жмутка матриць A Bλ + . Крім того, ми вказуємо явний вигляд 
розв’язку рівняння (1) у припущенні, що цілочисельний розв’язок рівняння (1) існує. Для 
простого числа p  через p  позначається кільце цілих p -адичних чисел і через N

p  — N -й 
степінь простору p . На кільці p  ми розглядаємо стандартну топологію (див. [10, гл.1]).

Теорема 5. Нехай коефіцієнти при додатних степенях характеристичного полінома 
det( )A Bλ +  жмутка матриць A Bλ +  мають спільний простий дільник p , який не є дільни-
ком числа detB . Тоді рівняння (2) має тільки тривіальний цілочисельний розв’язок. Якщо рів-
няння (1) має цілочисельний розв’язок, то цей розв’язок може бути поданий у вигляді

1 1

0

( ) 0,1, 2, .k
n n k

k

x B A B f n
∞

− −
+

=
= − , =∑ …  (11)

де збіжність ряду в правій частині рівності (11) розуміється в топології простору N
p .

Наслідок 4. Нехай коефіцієнти 0 1, Nd d −…  характеристичного полінома det( )A I−λ =
 1

0

( )
N

N j
j

j

d
−

=
= −λ + λ∑  матриці A  мають спільний  простий дільник p . Тоді рівняння

1 , 0,1, 2,n nAx x n+ = = … , (12)

має тільки тривіальний цілочисельний розв’язок. Якщо рівняння

1 , 0,1, 2, ,n n nAx x f n+ = − = …  (13)

має цілочисельний розв’язок, то цей розв’язок може бути поданий у вигляді

0

, 0,1, 2, ,k
n n k

k

x A f n
∞

+
=

= =∑ …  (14)
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де збіжність ряду в правій частині рівності (14) розуміється в топології простору N
p .

Наслідок 5. Розглянемо однорідне скалярне різницеве рівняння (8) з цілими коефіцієнта-
ми 0, , Nc c… . Нехай  числа cj  ( 1, , )j N= …  мають спільний  простий дільник p , який не є діль-
ником числа 0c . Тоді рівняння (8) має тільки тривіальний розв’язок у цілих числах.

З теореми 6 [11] випливає така теорема єдиності цілочисельного розв’язку рівняння (8).
Теорема 6. Розглянемо однорідне скалярне різницеве рівняння (8) з цілими коефіцієнта-

ми 0 ,, , 0N Nc c c ≠… . Нехай характеристичний поліном 
1

0

N
N j

N j
j

c c
−

=
λ − λ∑ цього рівняння є не-

звідним над полем раціональних чисел та число Nc  не є спільним дільником чисел 0 1, , Nc c −… . 
Тоді рівняння (8) має тільки тривіальний розв’язок у цілих числах.

3. Розглянемо деякі приклади.
Приклад 1. Нехай в рівнянні (12) матриця A  є виродженою та має розмір 2×2, тобто 
2N = . У цьому випадку характеристичний поліном цієї матриці має вигляд det( )A I− λ =   2 (tr )A= λ − λ , де trA  — слід матриці A . Отже, якщо tr 0A = , то матриця A  нільпотентна, її 

індекс нільпотентності не перевищує 2, і за теоремою 1 рівняння (13) при будь-якій ціло-
чисельній правій частині 0{ }n nf ∞

=  має єдиний цілочисельний розв’язок, який з урахуванням 
рівності (3) може бути поданий у вигляді

1 0,1, 2,n n nx f Af n+= + , = … .

Якщо tr 1A = , то однорідне рівняння (12) має нетривіальний розв’язок 0nx x= ,  0,1, 2, ,n = …  
де 0x  — власний вектор, який відповідає власному значенню 1 матриці A . Якщо tr 1A = − , 
то однорідне рівняння (12) має нетривіальний розв’язок 0( 1)n

nx x= − , 0,1, 2,n = … , де 0x  — 
власний вектор, який відповідає власному значенню –1 матриці A . Розглянемо тепер ви-
падок, коли tr 0, 1A ≠ ± . За теоремою Гамільтона—Келі справджують ся рівності 

1(tr ) , 1, 2, 3, .k kA A A k−= ⋅ = …   (15)

Тоді для рівняння (12) виконані умови наслідку 4, де як p  можна обрати будь-який простий 
дільник сліду матриці A . Отже, з урахуванням наслідку 4 існує тільки тривіальний цілочи-
сельний розв’язок рівняння (12). Якщо в рівнянні (13) 1 2 * 2( , ) ( 0,1, 2, )nf f f f n= = ∈ = …    
та 1 trA−  ділить 1f  і 2f , то на підставі теореми 2 та наслідку 4 це рівняння має єдиний ціло-
чисельний розв’язок, який з урахуванням рівностей (14), (15) може бути поданий у вигляді

–1

1

1
(tr ) , 0,1, 2, ,

1 tr
k

n
k

x f A Af f Af n
A

∞

=
= + = + =

−∑ …  (16)

де збіжність ряду в (16)  розуміється в топології простору 2
p .

Приклад 2. Розглянемо однорідне рівняння (12) з невиродженою матрицею 
6 2

1 0
A

−⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

. 

Характеристичний поліном матриці A  має вигляд 2det( ) 6 2A I− λ = λ + λ +  , його коефіцієн-
ти 1 6d =  і 2 2d =  мають спільний простий дільник 2. За наслідком 4 рівняння (12) має тільки 
тривіальний цілочисельний розв’язок. Оскільки характеристичний поліном det( )A Iλ − =

22 6 1= λ + λ +  жмутка A Iλ −  має корені 
3 7

2
− ±

, то умови теорем 3 і 4 не виконано.
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Приклад 3. Нехай 11 12 21 22, , ,a a a a  — цілі числа, 1 2 * 2( , )f f f= ∈ , 11 12

21 22

a a
A

a a

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 i ( )P λ  — 

характеристичний поліном матриці A . Нехай (1) 1P =  i tr 2A� . Розглянемо різ ницеве 
рівняння 

! , 0,1, 2, ,n nAx x f n+ = + = …  (17)

Якщо tr 4A > , то поліном ( )P λ  має два різних дійсних корені, які більше 1. При trA = 2, 3, 4  
безпосередньо перевіряється, що корені 1 2,λ λ  полінома ( )P λ  задовольня ють нерівність 
| | 1λ > . Згідно з теоремою 3 однорідне рівняння (12) має тільки тривіальний цілочисель-
ний розв’язок. Оскільки матриця C A I= −  є унімодулярною, то внаслідок тео реми 2 рів-
няння (17) має єдиний цілочисельний розв’язок *( , )n n nx y z= , який може бути знайдений 
за формулою (6):

1 2 2 1
22 12 11 21( 1) , ( 1) , 0,1, 2, .n ny a f a f z a f a f n= − − = − − = …

Приклад 4. Розглянемо таке різницеве рівняння:

2 12 5 , 0,1, 2, .n n nx x x n+ += − − = …   (18)

Відповідне характеристичне рівняння 22 5 1 0λ + λ + =  має корені 1
5 17

4
− +λ = , 2

5 17
4

− −λ = <

1< − . Для рівняння (18) є справедливими умови теореми 6, але не є справедливими умови 
наслідків 2, 3, 5. Отже, рівняння (18) має тільки тривіальний цілочисельний розв’язок. 
За наслідком 1 неоднорідне рівняння

2 12 5 , 0,1, 2, ,n n nx x x f n+ += − − + = …

де f ∈ Z, має єдиний цілочисельний розв’язок тоді і тільки тоді, коли f ділиться на 8. Цей 

розв’язок має вигляд , 0,1, 2,
8n
f

x n= = … .

Приклад 5. Розглянемо різницеве рівняння

2 16 17 12 , 0,1, 2, .n n nx x x n+ += − = …  (19)

Відповідне характеристичне рівняння 26 17 12 0λ − λ + =  має корені 
3
2

 та 
4
3

, які належать 

області G  (10). Для рівняння (19) є справедливими умови наслідку 3, але не є спра-
ведливими умови наслідків 2, 5 і теореми 6. Отже, рівняння (19) має тільки тривіаль-
ний цілочисельний розв’язок. За наслідком 1 при будь-якому f ∈ Z неоднорідне рівняння  

2 16 17 12 , 0,1, 2,n n nx x x f n+ += − + = … , 

має єдиний цілочисельний розв’язок, який має вигляд , 0,1, 2,nx f n= = … .
Приклад 6. Розглянемо різницеве рівняння

2 19 15 4 , 0,1, 2,n n nx x x n+ += − − = … . (20)
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Відповідне характеристичне рівняння 29 15 4 0λ + λ + =  має корені 1
3

−  та 
4
3

− . Для рів-

няння (20) є справедливими умови наслідку 5 при 3p = , але не є справедливими умо ви 
наслідків 2, 3 і теореми 6. Отже, рівняння (20) має тільки тривіальний цілочисельний 
розв’язок.

Таким чином, у роботі досліджено питання про цілочисельні розв’язки векторного не-
явного лінійного різницевого рівняння. Отримано низку достатніх умов єдиності розв’язку 
та одержано критерій існування та єдиності цілочисельного розв’язку при будь-якій правій 
частині. У подальшому передбачається отримати загальний критерій єдиності цілочисель-
ного розв’язку розглянутого рівняння.
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ЦЕЛОЧИСЛЕННЫЕ РЕШЕНИЯ ВЕКТОРНОГО 
НЕЯВНОГО ЛИНЕЙНОГО РАЗНОСТНОГО УРАВНЕНИЯ В ZN

Доказан критерий существования и единственности целочисленного решения неявного линейного раз-
ностного уравнения 1n n nAx Bx f+ + =  с матрицами A, B, элементами которых являются целые числа. По-
лучены также достаточные условия единственности целочисленного решения этого уравнения.
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INTEGER SOLUTIONS FOR A VECTOR 
IMPLICIT LINEAR DIFFERENCE EQUATION IN ZN

A criterion of the existence and the uniqueness for an integer solution of the implicit linear difference equation 

1n n nAx Bx f+ + = , where A and B are matrices with integer entries, is proved. Sufficient conditions of the uni-
queness for an integer solution of this equation are obtained.
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ОПОВІДІ
НАЦІОНАЛЬНОЇ 
АКАДЕМІЇ  НАУК
УКРАЇНИ

Для извлечения нужных данных из непрерывно возрастующих коллекций публичных и 
частных данных все шире используется язык запросов SPARQL, упрощающий доступ как к 
структурированным  данным семантического веб-проекта, так и к данным на разных 
платформах.

SPARQL (рекурсивный акроним от англ. SPARQL Protocol and RDF Query Language) — 
язык запросов к данным, представленным согласно модели RDF, а также протокол для 
передачи этих запросов и ответов на них.

SPARQL упрощает интеграцию хранилища данных на многих предприятиях за счет 
широкого выбора инструментов и библиотек приложений для извлечения, обновления, 
микширования и сопоставления RDF доступных данных [1].

Целью статьи является экспериментальное исследование выразительных возможностей 
метаязыка нормальных форм знаний (НФЗ) [2—5] на примере описания языка запросов 
SPARQL.

1. Общая характеристика SPARQL. SPARQL — это язык запросов Semantic Web, 
который позволяет [6—8]:

извлекать значение из структурированных и полуструктурированных данных;
исследовать данные, запрашивая неизвестные отношения;
выполнять сложные объединения разрозненных баз данных в одном простом запросе;
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преобразовывать RDF данные из одного 
словаря в другой.

Запрос SPARQL включает в себя:
префиксные декларации для сокращения URI;
определение набора данных, которого касает-

ся RDF запрос;
утверждение результата, определяющего ин-

формацию, возвращаемую из запроса;
шаблон запроса для поиска в базовом наборе 

данных;
модификаторы запросов, нарезку, упо ря до че-

ние и другие изменения результатов запроса.
SPARQL базируется на сопоставлении гра-

фов, имеет возможности для запроса необходи-
мых и необязательных графических паттернов 
(англ. pattern — образец, шаблон; форма, модель; 
схема, диаграмма), также поддерживает аг ре га-

цию, вло женные запросы, отрицания, создание значений с помощью выражений тестиро ва-
ния и исходного RDF-графа. Результатами SPARQL запросов могут быть наборы результа-
тов или RDF графы. 

SPARQL имеет четыре формы запросов:
SELECT возвращает все или подмножество переменных, связанных со значениями 

согласно шаблону запроса. Может вводить и новые переменные.
CONSTRUCT возвращает RDF граф, сконструированный заменой переменных в на-

боре триплета шаблонов.
ASK возвращает логический результат проверки наличия решения для шаблона за про са.
DESCRIBE возвращает один результирующий RDF граф, описывающий найденные 

ресурсы.
Ключевое слово FILTER выражает ограничение на решения по всей группе, выбранной 

графовым шаблоном. В частности, FILTER исключает произвольные решения, которые при 
подстановке в выражение приведут к эффективному булевому значению false или вызовут 
ошибку.

Выражения SPARQL строятся согласно грамматике и обеспечивают доступ к функ ци-
ям (именованным IRI) и операторам (вызываются ключевыми словами и символами в 
грамматике SPARQL). Грамматика SPARQL идентифицирует набор операторов (напри мер, 
&&, *, isIRI ), используемых для построения ограничений. Операторы SPARQL [6, раз де лы 
17.3, 17.4] могут использоваться для сопоставления значений типизированных литералов.

Место SPARQL в структуре языков Semantic Web дано на рис. 1.
2. Формальное определение языка SPARQL в метаязыке НФЗ. В данном изложении 

использована последняя, доступная автору, официальная редакция нормативных докумен-
тов языка SPARQL, принятая консорциумом W3C [6]. В нормативном описании языка 
SPARQL правила с именами в верхнем регистре употребляются в качестве терминалов. В 
грамматику есть две точки входа: Queryunit для запросов и Updateunit для обновления.

Рис. 1. Место SPARQL в семантическом стеке 
Тима Бернерс-Ли [9]
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В приведенном ниже формальном описании языка SPARQL использованы следую-
щие метасимволы метаязыка НФЗ [2, 3, 5]:

«=» — разделитель, отделяет имя понятия (нетерминала) от его определения;
«;» — конец определения понятия;
« » (пробел) — отношение конкатенации;
«/» — отношение альтернативного выбора;
«(«, »)» — итерационные скобки обрамляют повторяемую (нуль или больше раз) 

структуру понятий;
«^» — отношение отрицания примыкающего понятия;
« ′ » — текстовая кавычка;
true — тождественно истинное понятие с пустым объемом;
знаки /* и */ обрамляют комментарий.
В нотации метаязыка НФЗ текстуальное определение SPARQL дано в таблице, а первые 

две страницы графического определения — на рис. 2 и рис. 3.

Определение языка SPARQL в метаязыке НФЗ

1  QueryUnit = Query;
2  Query = Prologue Query_ ValuesClause;

2a Query_ SelectQuery / ConstructQuery / DescribeQuery / AskQuery; 
3  UpdateUnit = Update;
4  Prologue = ( BaseDecl / PrefixDecl );
5  BaseDecl = ‘BASE’ IRIREF;
6  PrefixDecl = ‘PREFIX’ PNAME_NS IRIREF;
7  SelectQuery =  SelectClause (DatasetClause) WhereClause SolutionModifier;
8  SubSelect = SelectClause WhereClause SolutionModifier ValuesClause;
9  SelectClause = ‘SELECT’ SelectClause_a SelectClause_b;

9a SelectClause_a =  ‘DISTINCT’ / ‘REDUCED’ / true;
9b SelectClause_b = SelectClause_c (SelectClause_c) / ‘*’ ;
9c SelectClause_c = Var / ‘(‘ Expression ‘AS’ Var ‘)’ ; 
10  ConstructQuery = ‘CONSTRUCT’ ConstructQuery_a;

10a ConstructQuery_a = ConstructTemplate (DatasetClause) WhereClause
 SolutionModifier / (DatasetClause) ‘WHERE’
 ‘{‘ ConstructQuery_b ‘}’ SolutionModifier ;

10b ConstructQuery_b = TriplesTemplate / true;
11  DescribeQuery =  ‘DESCRIBE’ DescribeQuery_a (DatasetClause) 

DescribeQuery_b SolutionModifier; 
11a DescribeQuery_a = VarOrIri ( VarOrIri) / ‘*’;
11b DescribeQuery_b = WhereClause / true;

12  AskQuery = ‘ASK’ (DatasetClause) WhereClause SolutionModifier;
13  DatasetClause = ‘FROM’ DatasetClause_a;

13a DatasetClause_a = DefaultGraphClause / NamedGraphClause ;
14  DefaultGraphClause = SourceSelector;
15  NamedGraphClause = ‘NAMED’ SourceSelector;
16  SourceSelector = iri;
17  WhereClause = WhereCl GroupGraphPattern; 
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17a  WhereCl = ‘WHERE’/ true;
18  SolutionModifier = SolMod_a SolMod_b SolMod_c SolMod_d;

18a SolMod_a = GroupClause / true;
18b SolMod_b = HavingClause / true; 
18c SolMod_c = OrderClause / true;
18d SolMod_d = LimitOffsetClauses / true;

19  GroupClause = ‘GROUP’ ‘BY’ (GroupCondition);
20 GroupCondition = BuiltInCall / FunctionCall / ‘(‘ Expression GrCond ‘)’ / Var;

20a GrCond =  ‘AS’ Var / true;
21  HavingClause = ‘HAVING’ (HavingCondition);
22  HavingCondition = Constraint;
23  OrderClause = ‘ORDER’ ‘BY’ (OrderCondition);
24  OrderCondition = OrdCond BrackettedExpression  / Constraint  / Var ;

24a OrdCond =  ‘ASC’ / ‘DESC’;
25  LimitOffsetClauses = LimitClause LimOffCl_a / OffsetClause LimOffCl_b;

25a LimOffCl_a = OffsetClause / true;
25b LimOffCl_b = LimitClause / true;

26  LimitClause = ‘LIMIT’ INTEGER;
27  OffsetClause = ‘OFFSET’ INTEGER;
28  ValuesClause = ‘VALUES’ DataBlock / true;
29  Update = Prologue Upd_a ;

29a Upd_a = Update1 Upd_b / true;
29b Upd_b = ‘;’ Update / true;

30  Update1 =  Load / Clear / Drop / Add / Move / Copy / Create 
/ InsertData / DeleteData / DeleteWhere / Modify;

31  Load = ‘LOAD’ Load_a iri Load_b;
31a Load_a =  ‘SILENT’/ true;
31b Load_b = ‘INTO’ GraphRef / true;

32  Clear = ‘CLEAR’ Load_a GraphRefAll;
33  Drop = ‘DROP’ Load_a GraphRefAll;
34  Create = ‘CREATE’ Load_a GraphRef;  
35  Add = ‘ADD’ Load_a GraphOrDefault ‘TO’ GraphOrDefault;
36  Move = ‘MOVE’ Load_a GraphOrDefault ‘TO’ GraphOrDefault;
37  Copy = ‘COPY’ Load_a GraphOrDefault ‘TO’ GraphOrDefault;
38  InsertData = ‘INSERT DATA’ QuadData;
39  DeleteData = ‘DELETE DATA’ QuadData;
40  DeleteWhere = ‘DELETE WHERE’ QuadPattern;
41  Modify =  Modify_a Modify_b (UsingClause) ‘WHERE’  

GroupGraphPattern;
41a Modify_a = ‘WITH’ iri / true;
41b Modify_b =  DeleteClause Modify_c / InsertClause ; 
41c Modify_c = InsertClause / true; 
42  DeleteClause = ‘DELETE’ QuadPattern;
43  InsertClause = ‘INSERT’ QuadPattern;
44  UsingClause = ‘USING’ UsingClause_a;

Продолжение табл.
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44a UsingClause_a = iri / 'NAMED' iri ;
45  GraphOrDefault = ‘DEFAULT’ / GrOrDef iri;

45a GrOrDef =  ‘GRAPH’ / true;
46  GraphRef = ‘GRAPH’ iri;
47  GraphRefAll = GraphRef / 'DEFAULT' / 'NAMED' / 'ALL';
48  QuadPattern = ‘{‘ Quads ‘}’;
49  QuadData = ‘{‘ Quads ‘}’;
50 Quads = TriplTemp ( QuadsNotTriples point TriplTemp );

50a TriplTemp = TriplesTemplate / true;
50b point =  ‘.’ / true;

51  QuadsNotTriples = ‘GRAPH’ VarOrIri ‘{‘ TriplTemp ‘}’;
52  TriplesTemplate = TriplesSameSubject point TriplTemp; 
53  GroupGraphPattern = ‘{‘ GroupGraphPat ‘}’; 

53a GroupGraphPat =  SubSelect / GroupGraphPatternSub ;
54 GroupGraphPatternSub = TriplBlock ( GraphPatternNotTriples point TriplBlock );

54a TriplBlock = TriplesBlock / true; 
55  TriplesBlock = TriplesSameSubjectPath point TriplBlock; 
56  GraphPatternNotTriples =  GroupOrUnionGraphPattern / OptionalGraphPattern 

/ MinusGraphPattern / GraphGraphPattern 
/ ServiceGraphPattern / Filter / Bind / InlineData;

57  OptionalGraphPattern = ‘OPTIONAL’ GroupGraphPattern;
58  GraphGraphPattern = ‘GRAPH’ VarOrIri GroupGraphPattern;
59  ServiceGraphPattern = ‘SERVICE’ SIL VarOrIri GroupGraphPattern;

59a SIL =  ‘SILENT’ / true;
60  Bind = ‘BIND’ ‘(‘ Expression ‘AS’ Var ‘)’;
61  InlineData = ‘VALUES’ DataBlock;
62  DataBlock = InlineDataOneVar / InlineDataFull;
63  InlineDataOneVar = Var ‘{‘ (DataBlockValue) ‘}’;
64  InlineDataFull = InlineDataFull_a ‘{‘ ( ‘(‘ (DataBlockValue) ‘)’ / NIL ) ‘}’;

64a InlineDataFull_a =  ‘(‘ (Var) ‘)’ / NIL ;  
65  DataBlockValue = iri / RDFLiteral / NumericLiteral / BooleanLiteral / ‘UNDEF’;
66  MinusGraphPattern = ‘MINUS’ GroupGraphPattern;
67 GroupOrUnionGraphPattern = GroupGraphPattern ( ‘UNION’ GroupGraphPattern );
68  Filter = ‘FILTER’ Constraint;
69  Constraint = BrackettedExpression / BuiltInCall / FunctionCall;
70  FunctionCall = iri ArgList;
71  ArgList =  ‘(‘ DIST Expression ( ‘,’ Expression ) ‘)’ / NIL ; 

71a DIST =  ‘DISTINCT’ / true ;
72  ExpressionList =  ‘(‘ Expression ( ‘,’ Expression ) ‘)’ / NIL;
73  ConstructTemplate = ‘{‘ ConstrTempl ‘}’;

73a ConstrTempl = ConstructTriples / true;
74  ConstructTriples = TriplesSameSubject point ConstrTempl ;
75  TriplesSameSubject =  VarOrTerm PropertyListNotEmpty / TriplesNode PropertyList;
76  PropertyList = PropList; 

76a PropList = PropertyListNotEmpty / true;

Продолжение табл.
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77  PropertyListNotEmpty = Verb ObjectList ( ‘;’ VerbObjList );
77a VerbObjList = Verb ObjectList / true;

78  Verb = VarOrIri / 'a';
79  ObjectList = Object ( ‘,’ Object );
80  Object = GraphNode;
81  TriplesSameSubjectPath = VarOrTerm PropertyListPathNotEmpty 

/ TriplesNodePath PropertyListPath;
82  PropertyListPath = PropertyListPathNotEmpty / true;
83  PropertyListPathNotEmpty = VerbPathSimple_a ObjectListPath ( ‘;’ VerbPathSimple_b );

83a VerbPathSimple_a =  VerbPath / VerbSimple ;
83b VerbPathSimple_b = VerbPathSimple_a ObjectList / true;

84  VerbPath = Path;
85  VerbSimple = Var;
86 ObjectListPath = ObjectPath ( ‘,’ ObjectPath );
87 ObjectPath = GraphNodePath;
88 Path = PathAlternative;
89  PathAlternative = PathSequence ( ‘/' PathSequence );
90 PathSequence = PathEltOrInverse ( ‘/’ PathEltOrInverse );
91 PathElt = PathPrimary PathMod_a;

91a PathMod_a = PathMod / true;
92  PathEltOrInverse = PathElt / '^' PathElt;
93 PathMod = ‘?’ / '*' / '+';
94 PathPrimary = iri / ‘a’ / ‘!’ PathNegatedPropertySet / ‘(‘ Path ‘)’;
95 PathNegatedPropertySet = PathOneInPropertySet / ‘(‘ PathNegatedPropertySet_a ‘)’;

95a PathNegatedPropertySet_a = PathOneInPropertySet ( ‘/’ PathOneInPropertySet ) / true;
96  PathOneInPropertySet = PathOneInPropertySet_a / ‘^’ PathOneInPropertySet_a;

96a PathOneInPropertySet_a = iri / ‘a’ ;
97  Integer = INTEGER;
98 TriplesNode = Collection / BlankNodePropertyList;
99 BlankNodePropertyList = ‘[‘ PropertyListNotEmpty ‘]’;

100 TriplesNodePath = CollectionPath / BlankNodePropertyListPath;
101 BlankNodePropertyListPath = ‘[‘ PropertyListPathNotEmpty ‘]’;
102 Collection = ‘(‘ GraphNode (GraphNode) ‘)’;
103 CollectionPath = ‘(‘ GraphNodePath (GraphNodePath) ‘)’;
104 GraphNode = VarOrTerm / TriplesNode;
105 GraphNodePath = VarOrTerm / TriplesNodePath;
106 VarOrTerm = Var / GraphTerm;
107 VarOrIri = Var / iri;
108 Var = VAR1 / VAR2;
109 GraphTerm = iri / RDFLiteral / NumericLiteral / BooleanLiteral 

/ BlankNode / NIL;
110 Expression = ConditionalOrExpression;
111 ConditionalOrExpression = ConditionalAndExpression 

( ‘||’ ConditionalAndExpression );
112 ConditionalAndExpression = ValueLogical ( ‘&&’ ValueLogical );

Продолжение табл.
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113 ValueLogical = RelationalExpression;
114 RelationalExpression = NumericExpression RelationalExpression_a;

114a RelationalExpression_a =   ‘=’ NumericExpression / ‘!=’ NumericExpression
/ '<' NumericExpression / '>' NumericExpression 
/ '<=' NumericExpression / >=' NumericExpression  
/ 'IN' ExpressionList / 'NOT' 'IN' ExpressionList / true;

115 NumericExpression = AdditiveExpression;
116 AdditiveExpression = MultiplicativeExpression ( ‘+’ MultiplicativeExpression 

/ ‘-’ MultiplicativeExpression / NumLiteral 
(  ‘*’ UnaryExpression /  ‘/’ UnaryExpression ) );

116a NumLiteral =  NumericLiteralPositive / NumericLiteralNegative;
117 MultiplicativeExpression =  UnaryExpression ( ‘*’ UnaryExpression 

/ ‘/’ UnaryExpression );
118 UnaryExpression =    ‘!’ PrimaryExpression / ‘+’ PrimaryExpression 

/ ‘-’ PrimaryExpression / PrimaryExpression;
119 PrimaryExpression =  BrackettedExpression / BuiltInCall / iriOrFunction 

/ RDFLiteral / NumericLiteral / BooleanLiteral / Var;
120 BrackettedExpression = ‘(‘ Expression ‘)’;
121 BuiltInCall = BuiltInCall_1 / BuiltInCall_2;

121a BuiltInCall_1 =  Aggregate / ‘STR’ ‘(‘ Expression ‘)’ / ‘LANG’ ‘(‘ Expression ‘)’ 
/ ‘LANGMATCHES’ ‘(‘ Expression ‘,’ Expression ‘)’ 
/ ‘DATATYPE’ ‘(‘ Expression ‘)’ / ‘BOUND’ ‘(‘ Var ‘)’ 
/ ‘IRI’ ‘(‘ Expression ‘)’ / ‘URI’ ‘(‘ Expression ‘)’ 
/ ‘BNODE’ Expr  / ‘RAND’ NIL / ‘ABS’ ‘(‘ Expression ‘)’ 
/ ‘CEIL’ ‘(‘ Expression ‘)’ / ‘FLOOR’ ‘(‘ Expression ‘)’ 
/ ‘ROUND’ ‘(‘ Expression ‘)’ / ‘CONCAT’ ExpressionList 
/ SubstringExpression / ‘STRLEN’ ‘(‘ Expression ‘)’ 
/ StrReplaceExpression / ‘UCASE’ ‘(‘ Expression ‘)’ 
/ ‘LCASE’ ‘(‘ Expression ‘)’ / ‘YEAR’ ‘(‘ Expression ‘)’ 
/ ‘MONTH’ ‘(‘ Expression ‘)’ / ‘DAY’ ‘(‘ Expression ‘)’ 
/ ‘HOURS’ ‘(‘ Expression ‘)’ / ‘MINUTES’ ‘(‘ Expression ‘)’ 
/ ‘SECONDS’ ‘(‘ Expression ‘)’ / ‘TIMEZONE’ ‘(‘ Expression ‘)’ 
/ ‘TZ’ ‘(‘ Expression ‘)’ / ‘ENCODE_FOR_URI’ ‘(‘ Expression ')';

121b BuiltInCall_2 ‘NOW’ NIL / 'UUID' NIL / 'STRUUID' NIL  
/ 'MD5' '(' Expression ')' / 'SHA1' '(' Expression ')' 
/ 'SHA256' '(' Expression ')' / 'SHA384' '(' Expression ')' 
/ 'SHA512' '(' Expression ')' / 'COALESCE' ExpressionList
/ 'isIRI' '(' Expression ')' / 'isURI' '(' Expression ')' 
/ 'isBLANK' '(' Expression ')' / 'isNUMERIC' '(' Expression ')'  
/ 'CONTAINS' '(' Expression ',' Expression ')' 
/ 'STRSTARTS' '(' Expression ',' Expression ')' 
/ 'STRENDS' '(' Expression ',' Expression ')' 
/ 'STRBEFORE' '(' Expression ',' Expression ')' 
/ 'STRAFTER' '(' Expression ',' Expression ')' 
/ 'IF' '(' Expression ',' Expression ',' Expression ')' 
/ 'STRLANG' '(' Expression ',' Expression ')' 
/ 'STRDT' '(' Expression ',' Expression ')' 
/ 'sameTerm' '(' Expression ',' Expression ')'/ RegexExpression / 
ExistsFunc / NotExistsFunc;

Продолжение табл.
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121c Expr = ‘(‘ Expression ‘)’ / NIL ;
122 RegexExpression = ‘REGEX’ ‘(‘ Expression ‘,’ Expression Express ‘)’;

122a Express = ‘,’ Expression / true;
123 SubstringExpression = ‘SUBSTR’ ‘(‘ Expression ‘,’ Expression Express ‘)’; 
124 StrReplaceExpression =  ‘REPLACE’ ‘(‘ Expression ‘,’ Expression ‘,’ Expression 

Express ')'; 
125 ExistsFunc = ‘EXISTS’ GroupGraphPattern;
126 NotExistsFunc = ‘NOT’ ‘EXISTS’ GroupGraphPattern;
127 Aggregate =    ‘COUNT’ ‘(‘ DIST Expr_a ‘)’ / ‘SUM’ ‘(‘ DIST 

Expression ‘)’ / ‘MIN’ ‘(‘ DIST Expression ‘)’ / ‘MAX’ 
‘(‘ DIST Expression ‘)’/ ‘AVG’ ‘(‘ DIST Expression ‘)’
/ ‘SAMPLE’ ‘(‘ DIST Expression ‘)’  
/ ‘GROUP_CONCAT’ ‘(‘ DIST Expression Aggreg ‘)’;

127a Aggreg = ‘;’ ‘SEPARATOR’ ‘=’ String / true;
127b Expr_a = ‘*’ / Expression ;

128 iriOrFunction = iri ArgList / iri; 
129 RDFLiteral = String RDFLit; 

129a RDFLit = LANGTAG / ‘^^’ iri  / true;
130 NumericLiteral =  NumericLiteralUnsigned / NumericLiteralPositive 

/ NumericLiteralNegative;
131 NumericLiteralUnsigned = INTEGER / DECIMAL / DOUBLE;
132 NumericLiteralPositive =  INTEGER_POSITIVE / DECIMAL_POSITIVE 

/ DOUBLE_POSITIVE;
133 NumericLiteralNegative =  INTEGER_NEGATIVE / DECIMAL_NEGATIVE 

/ DOUBLE_NEGATIVE;
134 BooleanLiteral = ‘true’ / 'false';
135 String =  STRING_LITERAL1 / STRING_LITERAL2 

/ STRING_LITERAL_LONG1 
/ STRING_LITERAL_LONG2;

136 iri = IRIREF / PrefixedName;
137 PrefixedName = PNAME_LN / PNAME_NS;
138 BlankNode = BLANK_NODE_LABEL / ANON;

Продукции для терминалов
139 IRIREF = ‘<’ (^IRIREF_a IRIREF_b) ‘>’;

139a IRIREF_a = [#x00-#x20];
139b IRIREF_b =  [^<>”{}] / [^`\] ;

140 PNAME_NS = PN_PREFIX ‘:’ / ‘:’; 
141 PNAME_LN = PNAME_NS PN_LOCAL;
142 BLANK_NODE_LABEL = ‘_:’ BL_NODE_LAB (PN_CHARS / ‘.’) ; 

142a BL_NODE_LAB =  PN_CHARS_U / [0-9] ;
143 VAR1 = ‘?’ VARNAME;
144 VAR2 = ‘$’ VARNAME;
145 LANGTAG = ‘@’ [a-zA-Z] ([a-zA-Z])  (‘-’ [a-zA-Z0-9] ([a-zA-Z0-9]));
146 INTEGER = [0-9] ([0-9]); 
147 DECIMAL = ([0-9]) '.' [0-9] ([0-9]); 

Продолжение табл.
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148 DOUBLE = [0-9] ([0-9]) ‘.’ ([0-9]) EXPONENT / ‘.’ [0-9] ([0-9])  
EXPONENT  / [0-9] ([0-9]) EXPONENT;

149 INTEGER_POSITIVE = ‘+’ INTEGER;
150 DECIMAL_POSITIVE = ‘+’ DECIMAL;
151 DOUBLE_POSITIVE = ‘+’ DOUBLE;
152 INTEGER_NEGATIVE = ‘-’ INTEGER;
153 DECIMAL_NEGATIVE = ‘-’ DECIMAL;
154 DOUBLE_NEGATIVE = ‘-’ DOUBLE;
155 EXPONENT = [eE] sign [0-9] ([0-9]); 

155a sign = [+-] / true;
156 STRING_LITERAL1 = “’” ([^#x27#x5C#xA#xD] / ECHAR ) “’”;
157 STRING_LITERAL2 = ‘”’ ([^#x22#x5C#xA#xD] / ECHAR ) ‘”’;
158 STRING_LITERAL_LONG1 = “’’’” (STR_LIT_LONG1_a STR_LIT_LONG1_b) “’’’”;

158a STR_LIT_LONG1_a =   “’” / “’’” / true;
158b STR_LIT_LONG1_b =   [^’\] / ECHAR ;

159 STRING_LITERAL_LONG2 = ‘”””’ (STR_LIT_LONG2_a  STR_LIT_LONG2_b) ‘”””’;
159a STR_LIT_LONG2_a = ‘”’ / ‘””’ / true;
159b STR_LIT_LONG2_b =  [^”\] / ECHAR ;

160 ECHAR = ‘\’ [tbnrf\”’];
161 NIL = ‘(‘ (WS) ')';
162 WS = #x20 / #x9 / #xD / #xA;
163 ANON = ‘[‘ (WS) ']';
164 PN_CHARS_BASE = [A-Z] / [a-z] / [#x00C0-#x00D6] / [#x00D8-#x00F6] 

/ [#x00F8-#x02FF] / [#x0370-#x037D] 
/ [#x037F-#x1FFF] / [#x200C-#x200D] 
/ [#x2070-#x218F] / [#x2C00-#x2FEF] 
/ [#x3001-#xD7FF] / [#xF900-#xFDCF] 
/ [#xFDF0-#xFFFD] / [#x10000-#xEFFFF];

165 PN_CHARS_U = PN_CHARS_BASE / ‘_’;
166 VARNAME = BL_NODE_LAB ( PN_CHARS_U / [0-9] 

/ #x00B7 / [#x0300-#x036F] / [#x203F-#x2040] );
167 PN_CHARS = PN_CHARS_U / ‘-’ / [0-9] / #x00B7

/ [#x0300-#x036F] / [#x203F-#x2040];
168 PN_PREFIX = PN_CHARS_BASE PN_PR; 

168a PN_PR =  (PN_CHARS / ‘.’) PN_CHARS / true; 
169 PN_LOCAL = PN_LOC_a  (PN_CHARS / ‘.’ / ‘:’ / PLX) PN_LOC_b;

169a PN_LOC_a = PN_CHARS_U / ‘:’ / [0-9] / PLX ;
169b PN_LOC_b =  PN_CHARS / ‘:’ / PLX / true;

170 PLX = PERCENT / PN_LOCAL_ESC;
171 PERCENT = ‘%’ HEX HEX;
172 HEX = [0-9] / [A-F] / [a-f];
173 PN_LOCAL_ESC = ‘\’ PN_LOC_ESC;

173a PN_LOC_ESC = ‘_’ / ‘~’ / ‘.’ / ‘-’ / ‘!’ / ‘$’ / ‘&’ / “’” / ‘(‘ / ‘)’ / ‘*’ / ‘+’ / ‘,’ / ‘;’ 
/ ‘=’ / ‘/’ / ‘?’ / ‘#’ / ‘@’ / ‘%’ ;

Окончание табл.
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Рис. 2. Первая страница графического описания в метаязыке НФЗ синтаксиса языка SPARQL
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Рис. 3. Вторая страница графического описания в метаязыке НФЗ синтаксиса языка SPARQL
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3. Сопоставление предлагаемого с нормативным описанием SPARQL. Нормативное 
описание синтаксиса языка SPARQL метаязыком EBNF включает 173 [6], а аналогичное 
описание метаязыком НФЗ (см. таблицу) — 236 продукций. Дополнительные правила 
НФЗ-описания языка SPARQL использованы для моделирования:

структурных скобок 20 правил: 2a, 9c, 10a, 13a, 24a, 41b, 44a, 53a, 64a, 83a, 96a, 114a, 116a, 
121c, 127b, 142a, 158b, 159b, 169a, 173a;

необязательности 36 правил: 9a, 10b, 17a, 18a, 18b, 18c, 18d, 20a, 25a, 25b, 29a, 29b, 31a, 
31b, 41a, 41c, 45a, 50a, 50b, 54a, 59a, 71a, 73a, 76a, 77a, 83b, 91a, 95a, 122a, 127a, 129a, 155a, 
158a, 159a, 168a, 169b;

одного или большего числа вхождений нетерминала и структурных скобок — правило 9b;
отрицания понятий два правила 139a, 139b; 
для упрощения изображения графа два правила 121a, 121b.
Главным результатом сопоставления рассмотренных описаний является
Утверждение 1. Выразительных возможностей метаязыка НФЗ достаточно для фор-

мального описания языка SPARQL запросов Semantic Web.
Таким образом исследованы выразительные возможности метаязыка НФЗ по от но ше-

нию к нормативному описанию синтаксиса языка запросов SPARQL. Даны формальные 
текстовое и первые две страницы графического описания этого языка, чье наличие гаран-
тирует реализуемость языка SPARQL с реализацией интерпретатора метаязыка НФЗ. По-
казано, что выразительные возможности метаязыка НФЗ для формального описания языка 
SPARQL близки выразительным возможностям метаязыка Extended Backus-Naur Form, 
уступая ему по числу правил из-за отсутствия структурных скобок и метасимвола не обя-
зательности.
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НОВЕ ВИЗНАЧЕННЯ SPARQL — 
МОВИ ЗАПИТІВ SEMANTIC WEB 

Дано у метамові нормальних форм знань (НФЗ) текстовий і частина графічного опису синтаксису мови 
SPARQL структурованих запитів Semantic Web. Наявність таких описів гарантує реалізуємість мови 
SPARQL з реалізацією інтерпретатора метамови НФЗ. Показано, що виразні можливості метамови НФЗ 
для формального опису SPARQL цілком порівнянні з виразними можливостями метамови Extended 
Backus-Naur Form. 
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NEW DEFINITION OF THE SPARQL — 
QUERY LANGUAGE FOR THE SEMANTIC WEB

The text and the part of a graphic description of the syntax of the SPARQL structured Query Language for 
the Semantic Web are described in the metalanguage of normal forms of knowledge. These descriptions guaran-
tee that the SPARQL language can be implemented, when the interpreter of the metalanguage of normal forms 
of knowledge is implemented. It is demonstrated that the expressive possibilities of the metalanguage of normal 
forms of knowledge for the formal description of the SPARQL language are quite comparable with those of the 
Extended Backus-Naur Form Metalanguage.

Keywords: metalanguage of normal forms of knowledge, formal description, SPARQL language, Semantic Web.
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ОПОВІДІ
НАЦІОНАЛЬНОЇ 
АКАДЕМІЇ  НАУК
УКРАЇНИ

Фильтрование суспензий через пористые загрузки очистных фильтров на практике осу-
ществляется как с регулируемой (постоянной), так и с нерегулируемой скоростью. Теория 
фильтрования с постоянной скоростью в настоящее время разработана основательно (см. 
например [1, 2]), что объясняется и высокими практическими потребностями в ней, и от-
носительной простотой ее базовых математических моделей. Такие модели допускают поэ-
тапную реализацию составляющих их блоков, что значительно облегчает получение анали-
тических решений. Намного сложнее моделировать комплексный технологический процесс 
в отсутствии регуляторов скорости. Тем не менее в последнее время проведены серьезные 
исследования фильтрования с нерегулируемой скоростью, используя и ана литические, и 
численные методы [3—7]. Однако полученные таким образом решения являются прибли-
женными и в связи с разнообразием условий фильтрования постоянно возникает вопрос о 
достоверности результатов расчетов, проведенных с их помощью. Поэтому важное значение 
приобретают эталонные решения, которые бы позволяли, с одной стороны, оперативно кон-
тролировать процесс вычислений, а с другой — были бы полезными при проектировании и 
эксплуатации фильтровальных сооружений. В данной работе построено одно из таких ре-
шений в аналитической форме, причем удалось избежать каких-либо упрощений и при по-
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Сформулирована математическая задача осветления суспензии на скорых фильтрах с накопителем при 
нерегулируемой скорости, с которой линейным образом связаны массообменные коэффициенты. Получено 
эффективное аналитико-численное решение задачи, позволяющее надежно прогнозировать изменения ха-
рактеристик фильтрования со временем и по высоте с учетом сопротивления отводящих коммуникаций, 
обосновывать рациональные технологические параметры и в первую очередь длительность фильтроцикла. 
На характерных примерах решение иллюстрируется расчетами концентрации взвеси в фильтрате, скоро-
сти фильтрования и технологических времен.
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становке исходной задачи, и в ходе ее реализации. Однако здесь приходится на одном из 
промежуточных этапов расчетов решать численно обыкновенное дифференциальное урав-
нение первого порядка, что просто сделать   с любыми наперед заданными дискретом и точ-
ностью, привлекая современные пакеты программ математического анализа (MathCad, 
Matlab и пр.). Поэтому указанное решение гарантирует высокую точность вычислений и 
может рассматриваться как эталонное. 

Принципиальное значение при формальном описании фильтрования в целом и кон-
кретно обмена дисперсными частицами между жидкой и твердой фазами имеет учет влия-
ния на него скорости фильтрования V . Согласно рекомендации [8, 9], для функциональных 
коэффициентов скорости прилипания α  и отрыва β  частиц суспензии оправдано прини-
мать степенные аппроксимационные выражения

l
VVα = α ,  q

VVβ = β ,  (1)

где Vα , Vβ  — соответствующие приведенные (постоянные) коэффициенты; l , q  — по ка-
затели, которые могут определяться теоретическим или экспериментальным путем.

Работу водоочистных фильтров удается интенсифицировать благодаря использованию 
в его конструкции накопителя (стакана), в котором над загрузкой накапливается избыток 
суспензии. Обычно суспензия подается на фильтр с расходом inQ , который превышает его 
первоначальную пропускную способность. Таким образом, часть ее задерживается в стака-
не, а часть поступает в загрузку. При этом и также вследствие прогрессирующего заиления 
фильтрующего материала уровень суспензии над загрузкой неуклонно повышается. 

Соответствующая математическая модель включает кроме двух традиционных (освет-
лительный, фильтрационный) блоков и дополнительный (гидравлический) блок. В целом 
модель содержит систему уравнений [10] 

( ) 0;
C S

V t
z t

∂ ∂+ =
∂ ∂

 (2)

( ) ( ) ;V V
S

V t C V t S
t

∂ = α −β
∂
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( ) ( ) ;s
h

V t k S
z

∂= −
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  (4)

0( ) ( );s k sk S k f S=   (5)

( ) ( ) ;sS S S S= γ   (6)

( )in
dH

Q V t
dt

ω = −ω   (7)

и оператор граничных и начальных условий (координатная ось направлена вниз от по-
верхности загрузки)

0z = ,         0C C= ;  (8)

z L= ,        2 2( )outh H R V t= + ω ;  (9)

0t = ,          0H H= ;     0S = .  (10)
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Здесь С, S —  объемные концентрации взвешенных и осажденных частиц суспензии; k , 

0k  — коэффициент фильтрации заиленного и чистого фильтрующего материала; sS  — 
объемная концентрация осадка; h  — пьезометрический напор; ( )k sf S  — эмпирическая 
функция, характеризующая ухудшение фильтрационных свойств загрузки по мере на коп-
ления в ней осадка; γ  — отношение объемных концентраций осадка и твердых частиц в нем, 
характеризующее содержание в первом связанной воды; ω , L  — площадь поверхности и 
высота загрузки; outH  — пьезометрический напор в коллекторе фильтрата; R  — гидрав-
лическое сопротивление отводящих коммуникаций; 0C , 0H  — исходные концентрация 
взвеси и уровень в стакане.

Существенным ограничением, принятым в данной постановке, является единствен-
ность значений l  и q  ( 1)l q= = . Его обоснованность подтверждается результатами и тео-
ретических, и экспериментальных исследований [11,12]. Результаты теоретических иссле-
дований обобщаются благодаря введению следующих безразмерных переменных и параме-
тров: 0C C C= , 0 0/( )S S n C= , z z L= , 0 0/( )t k t n L= , 0V V k= , ( )/outh h H L= − , V VLα = α , 

0V Vn Lβ = β , 0k k k= , 0Cγ = γ , 2 2
0R k R L= ω , 0/( )in inQ Q k= ω , где 0n  — пористость чистой за-

грузки. Тогда задача (2)—(10) после введения замены

0

( )
t

V dτ = ς ς∫

преобразуется к такому виду:

0
C S
z

∂ ∂+ =
∂ ∂τ

;  (11)

V V
S

C S
∂ = α −β
∂τ

;  (12)

( ) ( )
h

V t k S
z

∂= −
∂

; (13)

( ) ( )kk S f S= ;   (14)

0[ ( )]in
dH

n Q V t
dt

= − ;  (15)

0z = ,   1C = ;  (16)

1z = ,   2( )h RV t= ;  (17)

0t = ,   0S = ;  0H H= . (18)

Решение осветлительного блока, включающего уравнения (11), (12) и условия (16), 
(18), несложно получить операционным методом и тогда искомые концентрации выража-
ются следующими строгими зависимостями:

0 0
0

( , ) (2 ) (2 )V V Vz
V V V V VC z e e I z e I z d

τ
−α −β τ −β ς⎡ ⎤

τ = α β τ + β α β ς ς⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ , (19)
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0
0

( , ) (2 )V Vz
V V VS z e e I z d

τ
−α −β ςτ = α α β ς ς∫ .  (20)

В результате решения фильтрационного блока, содержащего уравнения (13), (14) и 
условие (17), найдено выражение для скорости фильтрования

21 1

0 0

1
( , ) 4 ( , )

2 ( ( , )) ( ( , ))

dz dz
V t RH t

R k S z k S z

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪τ = + τ −⎢ ⎥⎨ ⎬
τ τ⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

∫ ∫ .  21)

При этом, как следует из гидравлического блока, состоящего из уравнения (15) и условий 
(17), (18), подъем уровня в стакане описывается зависимостью

0
0( , ) ( )inH t H n Q tτ = + − τ .  (22)

Из (21) с учетом (31) и интегральной связи между τ  и V  следует задача Коши относитель-
но функции ( )tτ

21 1
0

0
0 0

1
4 [ ( )]

2 ( ( , )) ( ( , ))in
d dz dz

R H n Q t
dt R k S z k S z

⎧ ⎫⎡ ⎤τ ⎪ ⎪= + + − τ −⎢ ⎥⎨ ⎬
τ τ⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

∫ ∫ ;  (23)

0t = ,      0τ = .  (24)

Задача (23), (24) легко решается численно, если привлечь известные пакеты программ ма-
тематического анализа, например MathCad, Matlab и пр. После нахождения удовлетво-
ряющей ей совокупности пар значений τ , t  дальше просто с таким же дискретом по t  
вычислять искомые характеристики S , C , V , H  как функции от t . Следует заметить, что 
ин терес для практики также представляет сама зависимость ( )tτ , поскольку τ  по существу 
выражает относительный удельный (на единицу площади поверхности загрузки) объем су-
спензии, обработанной к расчетному моменту времени.

В частном случае совершенных в гидравлическом отношении отводящих коммуника-
ций ( 0)R =  из (21), (23), воспользовавшись правилом Лопиталя, несложно получить сле-
дующую пару уравнений:

11
0

0
0

[ ( )] ( , )
( ( , ))in

d dz
H n Q t V t

dt k S z

−⎡ ⎤τ = + − τ = τ⎢ ⎥
τ⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ . (25)

Их последовательное использование дает возможность определить сначала связь между 
τ  и t , а затем и вычислить скорость V .

Ценность для практики представленного выше аналитико-численного решения задачи 
фильтрования слабоконцентрированной суспензии с нерегулируемой скоростью прежде 
всего заключается в возможности его использования для надежного обоснования техноло-
гических и конструктивных параметров, главным образом, длительности фильтроцикла ft  
[13]. В системе ограничений, накладываемых при этом на комплексный технологический 
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процесс, особую роль играет требование обеспечивать только высокое качество фильтра та. 
Другими словами, концентрация взвеси в фильтрате не должна превышать нормативного 
значения *C . Время повышения выходной концентрации до значения *C , так называемое 
время защитного действия загрузки pt , определяется подбором из уравнения (19) при 1z =  
с учетом (23), (24). Со временем скорость фильтрования должна снижаться. Второе техно-
логическое время Vt , а именно время снижения скорости V  до минимально допускаемой из 
экономических соображений *V , предлагается вычислять из (21) и опять с учетом (23), (24). 
Наконец, чтобы не осложнять эксплуатацию фильтра с накопителем суспензии, нежела-
тельно допускать переполнение его стакана. Время Ht , за которое он успеет наполниться, 
также целесообразно использовать в качестве одного из временных ограничителей при 
установлении ключевого технологического параметра — длительности ft . После опреде-
ления значений всех технологических времен ( , , )p V Ht t t  логично отождествлять ft  с наи-
меньшим из них, так что

min( , , )f p V Ht t t t= . (26)

Выведенные аналитическим путем зависимости для относительных величин выходной 
концентрации, уровня над загрузкой и скорости фильтрования иллюстрируются на ряде 
примеров с характерными исходными данными. Информация о модельных параметрах под-
биралась из литературных источников, а также привлекались данные экспериментальных 
исследований, проводившихся в Киевском национальном университете строительства и 
архитектуры на протяжении 2015—2017 гг. Значения некоторых из них изменялись в ходе 
вычислений непрерывно ( )Vα  или дискретно ( , , , )V inQ Rα γ . Значения остальных мо-
дельных и критериальных параметров зафиксированы 0 *( 0,01, 0,47, 0, 0,1,V n H Cβ = = = =

* 4)H = . Производительность фильтрa с накопителем прежде всего определяется расходом 
поступающей на фильтр суспензии, для которого выбраны три существенно различающих-
ся значения (0,2, 0,5 и 1). При большем из них подача намного превосходит пропускную 

Рис. 1. Рост относительной объемной концентрации взвешенного вещества в фильтрате со временем 
( 0,2)inQ = : 1 — 5Vα = ; 2 — 7Vα = ; 3 — 9Vα =

Рис. 2. Рост относительной объемной концентрации взвешенного вещества в фильтрате со временем 
( 1)inQ = : 1 — 5Vα = ; 2 — 7Vα = ; 3 — 9Vα =

Рис. 3. Подъем относительного уровня суспензии над заиляемой загрузкой со временем: 1, 2 — 9Vα = ; 
3, 4 — 5Vα = ; 1, 3 — 1R = ; 2, 4 — 0R =  
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способность фильтра. Как следствие, значительно 
быстрее накапливается в его стакане суспензия и рас-
тет входной напор, что тем самым интенсифицирует 
фильтрационный процесс, а вместе с ним усиливает 
образование осадка. При меньшем же значении inQ  
подъем уровня над загрузкой фактически обуслов-
лен лишь ее заилением и поэтому его темп оказывает-
ся меньшим. При этом содержание взвешенного ве-
щества в фильтрате сохраняется низким намного 
дольше (рис.1) особенно при его усиленной сорбции (кривая 3). Здесь вычисления eC  вы-
полняли по формуле (19) с учетом (23), (24). Фильтрационный процесс резко интенси-
фицируется при 1inQ = , а значит усиливается проскок взвеси через слой загрузки. И, кроме 
того, со временем защитный ресурс загрузки ускоренно исчерпывается (рис.2). Поэтому не-
обходим особо тщательный контроль за eC , что обеспечивает (19).

Уровень суспензии в стакане фильтра поднимается неравномерно в еще большей сте-
пени (рис.3). На начальном этапе осветления происходил почти скачкообразный прирост 
величины H , который затем сменяется плавным увеличением. Расчет H  выполнялся по 
(22), причем τ  и t  связаны, опять-таки, согласно (23), (24). Для оценки значимости сопро-
тивления отводящих коммуникаций помимо 1R =  также полагалось 0R = . Очевидно, что 
гипотетические изменения сорбционных свойств загрузки ( 5Vα =  и 9) и сопротивления 
коммуникаций — ( 1R =  и 1) могут существенно отразиться на динамике уровня.

И в заключение выполнен технологический анализ при непрерывном варьировании 
сорбционных свойств загрузки в широких пределах, а именно, коэффициент Vα  формально 
изменялся от 4 до 10. Данные расчетов технологических времен при 1inQ = , * 0,1C = , * 4H =  
для трех примеров приведены на рис.4. В первом примере принималось 0,0005γ = , 1R = ; 
во втором — 0,001γ = , 1R = ; в-третьем — 0,0005γ = , 0R = . Максимальное расчетное время 
составило 1000, что ориентировочно отвечает 3 суткам и намного превосходит реальную 
длительность фильтроцикла. Выяснилось, что влияние на фильтрационный процесс расту-
щего поверхностного слоя суспензии и осадка, накапливающегося в порах слоя умеренно и 
хорошо сорбирующего материала, длительное время взаимно компенсируется. Как след-
ствие, скорость фильтрования и однозначно связанная с ней производительность фильтра 
долго остаются стабильными и достаточно большими. В подобных стандартных ситуациях 
причиной остановки фильтра должны стать или чрезмерный проскок взвешенного ве-
щества через слой загрузки, или переполнение его стакана. Момент прекращения фильт-
рования и начала промывки ft  при любом значении Vα  из предварительно выбранного 
диапазона легко находится из рис.4 в соответствии с (26). Анализ работы фильтра ослож-
няется при больших значениях Vα  и активном связывании воды осажденными частицами 
( 0,001γ = , пример 2). Тогда усиленное образование осадка и вызванный им быстрый рост 
гидравлического сопротивления загрузки обусловливают настолько серьезное снижение 

Рис. 4. Зависимости ( )p Vt α , ( )H Vt α , ( )V Vt α : 1, 2, 7 — Ht ; 
3—5 — pt ; 6 — Vt ; 1, 5 — пример 3; 2, 4 — пример 1; 3, 6, 7 — 

пример 2; ( )f Vt α  — сплошные линии
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пропускной способности загрузки, что скорость V начинает резко снижаться, несмотря на 
ускоренный подъем уровня в стакане. И тогда на первый план могут выйти экономические 
аспекты, а решающее значение в вышеупомянутом анализе приобрести время Vt  сниже-
ния скорости до минимально допустимого значения *V . Впрочем, в рассмотренном случае 
вычисления Vt  по (21), (28) при * 0,75V =  (кривая 5) продемонстрировали, что хотя дей-
ствительно при значениях коэффициента 9Vα >  наблюдается с его увеличением падение 
V  и, как следствие, Vt , но для ограничения времени работы фильтра по экономическим 
соображениям такого падения еще недостаточно. И решающую роль здесь пока играет ем-
костный ресурс накопителя, который исчерпывается быстрее, чем скорость V  снизится до 
порогового значения *V .

Итак, применительно к нисходящему фильтрованию суспензий с нерегулируемой ско-
ростью разработан эффективный расчетный инструмент, который благодаря высокой точ-
ности может использоваться в качестве эталона при реализации упрощенных подходов, 
приближенных приемов решения аналогичных задач, а вместе с тем при наличии тесной 
связи межфазного массообмена с фильтрацией обеспечивает надежный прогноз изменений 
характеристик фильтрования со временем и по высоте загрузки, рациональный выбор тех-
нологических параметров и в первую очередь длительности фильтроцикла.
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МОДЕЛЮВАННЯ ОСВІТЛЕННЯ СУСПЕНЗІЇ ПРИ ПОСИЛЕНОМУ ВПЛИВІ 
НЕРЕГУЛЬОВАНОЇ ШВИДКОСТІ ФІЛЬТРУВАННЯ НА МІЖФАЗОВИЙ МАСООБМІН

Сформульована математична задача прояснення суспензії на швидких фільтрах з накопичувачем при не-
регульованій швидкості, з якою лінійним чином пов’язані масообмінні коефіцієнти. Одержано ефектив-
ний аналітично-чисельний розв’язок задачі, який дозволяє надійно прогнозувати зміни характеристик 
фільтрування з часом і по висоті з врахуванням опору відвідних комунікацій, обґрунтовувати раціональні 
технологічні параметри і в першу чергу тривалість фільтроцикла. На характерних прикладах розв’язок 
ілюструється розрахунками концентрації завісі в фільтраті, швидкості фільтрування і технологічних часів.

Ключові слова: фільтрування, суспензія, нерегульована швидкість, технологія, масообмін, фільтр.
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MODELING THE CLARIFICATION OF A SUSPENSION WITH THE ENHANCED EFFECT 
OF THE UNCONTROLLED FILTRATION RATE ON THE INTERFACIAL MASS TRANSFER 

A mathematical task of the suspension purification on rapid filters with a storage device at the uncontrolled rate 
and a linear relation between the rate and mass exchange coefficients is formulated. An effective analytical 
numerical solution to the task is obtained to predict changes in filtration characteristics with regard for the 
hydraulic resistance of filter facilities, to substantiate rational technological parameters and, first of all, the filter 
cycle duration. The solution was illustrated by calculating the suspended substance concentration in a filtrate, 
filtration rate, and technological times.

Keywords: filtration, suspension, uncontrolled rate, technology, filter.
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ОПОВІДІ
НАЦІОНАЛЬНОЇ 
АКАДЕМІЇ  НАУК
УКРАЇНИ

ФІЗИКА

Площа контакту двох поверхонь, їх шорсткість та шар змащувального матеріалу між ними 
відіграють ключову роль у визначенні трибологічних параметрів досліджуваної системи. 
Широкий спектр експериментальних методів дає змогу досліджувати вплив одного або де-
кількох факторів на процес тертя. Фрикційна, сканувальна і атомно-силова мікроскопії 
дозволяють ідентифікувати дефекти інтерфейсів тертя на атомарному рівні [1–3]. У той час 
як методи похилої площини або поєднання похилої площини і маятника дозволяють вико-
нувати швидкі вимірювання, але без врахування шорсткості досліджуваних поверхонь [4]. 
Окрім того, для більшості експериментальних методів існує ряд все ще невирішених задач, 
що мають значний вплив на коректність трибологічних вимірювань, таких як усунення руй-
нівних режимів досліджень, контроль області контакту, отримання бездефектних повер-
хонь, багатокомпонентність скла ду змащувального матеріалу.

Ми запропонували принципово нову концепцію дослідження тертя в точковому кон-
такті за допомогою магнітного левітаційного трибометра. Запропонований метод виключає 

© А.А. Васько, В.Є. Куценко, А.А. Марченко, О.М. Браун, А.Г. Наумовець, 2018

doi: https://doi.org/10.15407/dopovidi2018.11.040

УДК 53.083, 539.6

А.А. Васько, В.Є. Куценко, 
А.А. Марченко, О.М. Браун, А.Г. Наумовець
Iнститут фiзики НАН України, Київ
E-mail: artem.vasko@ukr.net

Дослідження трибологічних властивостей 
наноструктурних об’єктів на атомно-гладких поверхнях
Представлено академіком НАН України А.Г. Наумовцем

Розроблено і апробовано принципово новий метод для дослідження тертя в точковому контакті за допо-
могою левітуючого в магнітному полі маятника. Головна перевага методу полягає в тому, що він забезпечує 
неруйнівний режим вимірювань для надтонких (в граничному випадку моношарових) змащувальних плівок. 
Метод дозволяє оперативно проводити вимірювання коефіцієнтів тертя в режимах сухого тертя та в 
присутності змащувальної плівки. В якості змащувальних плівок використані самовпорядковані моношари 
n-алканів n-СnН2n+2 (n=24, тетракозан та n=48, октатетраконтан), нанесені на атомно-гладкі поверхні 
високоорієнтованого піролітичного графіту (ВОПГ). Структура моношарів досліджена за допомогою ска-
нувального тунельного мікроскопа (СТМ) з молекулярним розділенням. Встановлено, що коефіцієнт тертя 
немонотонно залежить від довжини молекули. Отримані результати пояснюються в рамках моделі, яка 
базується на несумірності алкільного ланцюга і підкладки графіту.

Ключові слова: коефіцієнт тертя, сухе тертя, атомно-гладкі поверхні, моношарові плівки, сила тертя 
ковзання.
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руйнування досліджу ваних поверхонь в 
процесі вимірювання [5], що досягається 
за до помогою зменшення області контакту 
та прецезійного конт ро лю навантаження 
між кон так ту ю чими поверхнями. Оп ти-
мальний режим вимірю вань контролює-
ться оптичним методом. У якості змащу-
вальної плівки використовували самовпо-
рядковані моно ша рові плів ки нормальних 
алканів С24Н50 та С48Н98 адсорбовані на 
атомно-гладких поверхнях графіту.

Було отримано значення коефіцієнтів 
тертя в режимах сухого тертя та за наяв-
ності змащувального матеріалу.

Експериментальне устаткування. Ма-
теріали. В якості підкладок використову-
ва ли свіже сколоті поверхні моноскрис-
талу високоорієнтованого піролітичного 
графіту (“GoodFel low”). Моношарові плів-
ки наносили шляхом осадження із роз чи-
нів. У якості розчинників використовували n-тетрадекан (C14H30). Концентрацію і об’єм 
розчину (у перерахуванні на одиницю площі підкладки) підбирали експериментально так, 
що після повного осадження досліджуваних молекул на поверхні ВОПГ формувався моно-
шар. Нанесення проводилось на підкладки кімнатної температури з підігрітих до ~50 °C 
розчинів. Контроль товщини покриття проводили по СТМ зображеннях з субнанометро-
вим розділенням.

Структуру моношарів досліджували методом СТМ на інтерфейсі рідина/тверде тіло 
комерційним СТМ (NT-MDT, Росія). Вістря виготовляли методом механічного заточу-
вання Pt—Ir дроту діаметром 0,25 мм. СТМ зображення записували в режимі постійного 
струму при тунельних напругах 50—300 мВ та тунельних струмах 30—100 пA. Будь-яке 
фільтрування СТМ зображень не проводили, окрім віднімання середнього нахилу площини 
сканування.

Магнітний левітаційний трибометр. Принципову схему експериментальної установки 
для вимірювання коефіцієнтів тертя між двома твердими матеріалами представлено на рис. 1.

Левітаційний трибометр складається з двох основних елементів: стрижнеподібного ма-
ятника з двома магнітами на ньому і магнітної подушки під ним. Магніти забезпечують за-
висання маятника. Металева кулька розташована на кінці маятника. Досліджуваний зразок 

Рис. 1. Схема магнітного левіта ційного трибоме-
тра (а) та залежність кутового відхилення маят-
ника як функції часу ф(t) (б)для пари сталь/
відпалена поверхня золота для нормального на-
вантаження N = 4,9 · 10–2 Н (б). Положення 
максимумів позначено червоним кольором
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закріплюється на вертикальному тримачі перед кулькою. В процесі вимірювань маятник 
виводиться з положення рівноваги і коливається навколо своєї вісі з затухаючою амплі-
тудою. Кутове відхилення маятника реєструється як функція часу ф(t) (рис. 1, б). Коефі-
цієнт тертя μ визначається з кривої затухання коливань маятника.

Нормальне навантаження в трибологічній парі контролюється кутом нахилу опорної 
поверхні маятника α по відношенню до горизонту. При зменшенні кута нахилу досягається 
неруйнівний режим вимірювань. Поверхні в області контакту до і після МЛТ вимірювань 
досліджували за допомогою оптичного мікроскопа та СТМ.

Теоретична частина. Повне рівняння руху може бути записано у вигляді

0 sign( ),kI I K Nφ+ γ φ+ φ = −μ φ   (1)

де φ — кутове відхилення маятника; I — повний момент інерції; K — вплив зовнішнього маг-
нітного поля; γ— коефіцієнт згасання; N — нормальне навантаження; μk0 — коефіцієнт кіне-
тичного тертя (незалежний від швидкості). Точне рішення рівняння (1) можна знайти в [6]:

0( )
0 0 0 0 0sign( ) =[ + sign( )] e [cos( ( )) sin( ( ))]k k

ξ τ−τψ + μ ψ ψ μ ψ ⋅ ω τ − τ +β ω τ − τ ,  (2)

де 2; ; ; ;
2

K K
Q Qt

N Q I
φ γψ = ξ = = τ = ψ  — безрозмірне кутове відхилення маятника; ξ— без-

розмірний коефіцієнт згасання; γ — загальний коефіцієнт тертя; ω— безрозмірна власна час-
тота коливань; Ω — кутова частота; τ — безрозмірний час.

У нашій попередній роботі [7] було показано, що вираз μk0 виведено з рівняння (2) шля-
хом його узагальнення на повний період коливань:

2
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 індекс р номерує положення максимумів. Типова експеримен-

тальна залежність представлена на рис. 1, б.
Результати та обговорення. Сухе тертя. Коефіцієнти тертя було визначено для трибо-

логічних пар сталева кулька та поверхонь Al, Cu, Ni, Mo та Au: 

Трибологічна пара Коефіцієнт тертя, μk0

кулька / слюда 0,18
кулька / невідпалена поверхня золота 0,63

кулька / відпалена поверхня золота 0,34
кулька / Сu 0,50 — 0,53 [4]
кулька / Al 0,60 — 0,61 [4]
кулька / Ni 0,59 — 0,62

кулька / Mo 0,65 — 0,66
кулька / скло 0,15 — 0,17

Отримані результати добре узгоджуються з наведеними в літературі експерименталь-
ними даними [4].
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На рис. 2, а зображено залежнiсть коефiцiєнта тертя μk0(τ) для вiдпаленої та невiдпа-
леної поверхонь золота. Як видно на відповідних СТМ зображеннях, відпалена поверхня 
золота представляє собою сукупність латерально протяжних атомно-гладких терас, у той 
час як структура невідпаленої поверхні “зерниста”.

Звертає на себе увагу наявність чітко вираженої сходинки на початку вимірювань на 
кривій для невiдпаленої поверхні. Стрибок у значеннях коефіцієнта тертя (з ∼0,7 до ∼0,37) 
можна пояснити зміною рельєфу “зернистої” поверхні під впливом зонду. Ми вважаємо, що 
точкові контакти кульки з окремими зернами призводять до їх оплавлення на початковій 
стадії вимірювань, і таким чином поверхня стає атомно-гладкою (“механічний відпал”, див. 
рис. 2, б, вставки СТМ зображень).

На рис. 2, б схематично зображено контакт кульки з досліджуваними поверхнями. 
У випадку невідпаленої поверхні кулька може деформувати (можливо, оплавляти) окре-
мі зерна впродовж коливання маятника і заглиблюватись у зразок. Таким чином, шор-
скість невідпаленої поверхні в зоні контакту зменшується, а значення коефіці єнта тертя 
μk0 наближається до значення відпаленої поверхні, що  підтверджується результатами 
експе рименту.

За допомогою оптичного методу було визначено радіус контакту сталевої кульки і вели-
чину заглиблення, які відповідно становлять r = (9,75 ± 0,4) · 10–6м і  ∼40 нм, товщина плівки 
золота складає 150 ± 50 нм.

Таким чином, можна підсумувати, що при обраних умовах експерименту для невідпале-
ної поверхні процес вимірювання на початковій стадії є руйнівним, у той час як для атомно-

Рис. 2. Еволюція коефі цієн-
та тертя μk0(τ) для трибо-
логічної пари сталь/золото 
(а): червоні точки + лінія — 
відпалена поверхня золота, 
сині точки + лінія — поверх ня 
золота після відпалу (4 хв), 
чорні — невідпалена поверх-
ня золота; б — контакт ста-
левої кульки з відпаленою 
(атомно-гладкою) і невідпа-
леною (шорсткою “зернис-
тою”) поверхнями золота
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гладкої поверхні він нерувнівний. Останнє має принципове значення для трибологічних 
досліджень моношарових плівок.

Тертя моношарових плівок алканів. Структура моношарів. Молекули С48Н98 формують 
високовпорядковані моношари з ламелеподібною структурою. Пакування молекул у ла-
мелях не відрізняється від раніше запропонованого для n-алканів [8]. Головні вісі мо лекул 
орієнтовані перпендикулярно до борозенок між ламелями та вздовж напрямку <100> по-
верхні графіту. Відстань між молекулами в ламелях становить близько 0,48 нм, а між су-
сідніми яскравими плямами вздовж головних осей молекул — 0,25 нм, що добре узгоджу-
ється з періодом алкільного ланцюга. Оскільки, контраст СТМ зображень визначається 
як підкладкою, так і CH2-групами молекул, модуляція контрасту вздовж осі молекули спри-
чинена несумірністю між періодами алкільного ланцюга та решітки ВОПГ. Кількість яс-
кравих плям з підвищеним контрастом вдвічі менша, ніж кількість атомів вуглецю у мо-
лекулах, що зумовлено нееквівалентністю розташування CH2-груп молекул відносно α-, 
β-атомів підкладки графіту. Аналогічну структуру ми отримали для моношарів C24Н50 
(рис. 3, б).

Трибологічні властивості. Ми провели також MЛТ вимірювання коефіцієнта тертя 
μk0 для трибологічної пари сталева кулька (R = 0,8 мм) та моношару n-алканів, що адсор-
бований на атомно-гладку поверхню графіту. Таким чином, адсорбована плівка відігравала 
роль мастила. Беручи до уваги можливість руйнування моношару n-алкану, ми також от-
рима ли значення μk0 для пари кулька/графіт при постійному нормальному навантаженні, 
N = 4,9 · 10–3 Н.

Трибологічні пари μk0

кулька / C24/ графіт 0,48
кулька / C48/ графіт 0,81

кулька / графіт 0,05

Для пояснення істотної відмінності в отриманих значеннях μk0, ми використали од-
новимірну модель, розроблену в наших попередніх роботах для адсорбційної системи 
n-алкан/Au(111) [9, 10]. Модель була адаптована для випадку n-алкан/графіт з урахуван-
ням періодичності підкладки графіту вздовж напрямку <100> (Tгр = 0,246 нм). Нагадаємо, 
що в цій моделі молекули алканів розглядаються як сукупність періодично розташованих 
центрів у відповідності з позиціями CH2-груп, включаючи метильні групи —CH3. Головна 

Рис. 3. СТМ зображення моно-
шару: а — n-С48Н98; б — n-С24Н50 
на поверхні графіту. Кожна яс-
крава пляма відповідає окремим 
СH2-группам молекул. Па ра-
мет ри тунелювання: Ut = 100 мВ; 
It = 50 пA
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вісь молекули паралельна напрямку <100>. Довжини зв’язків та кути між ними вважаються 
незмінними (жорстка молекула). Підкладка графіту розглядається як система періодичних 
лінійних центрів у відповідності з позиціями атомів вуглецю вздовж <100>. Обидві взає-
модії молекула—підкладка та молекула—молекула описуються стандартним потенціалом 
6—12 Ленарда—Джонса. Вирази для сили взаємодії між центрами отримуються з цього 
потенціалу. Розглянемо спочатку варіацію сили між однією молекулою та підкладкою, коли 
ця молекула рухається уздовж  напрямку <100> в межах періоду Tгр (рис. 4).

Підсумовування компонент f<100>ij, дає силу ковзання Fs(x) (див. [10]). Очевидно, що 
амплітуда Fs(x), як і μk0, залежить від довжини мо лекули. Варiацiя Fs(x) як функцiї довжини 
молекули представлена на рис. 4.

Співвідношення амплітуд сил ковзання для С48Н98 і С24Н50, оцінених з риc. 4, стано-
вить 1,61. Отримані значення коефіцієнтів тертя для цих алканів рівні μ48 = 0,81 і μ24 = 0,48, 
відповідно. Співвідношення μ48/μ24 = 1,68 добре узгоджується з розрахованим для відпо-
відних сил ковзання (Fs48 / Fs24 = 1,61).

У роботі запропоновано та реалізовано принципово новий метод вимірювання коефі-
цієнтів тертя між парою матеріалів за допомогою магнітного ле вітаційного трибометра. 
Метод дозволяє оперативно здійснювати точні вимірювання в точковому контакті. Головна 
перевага методу полягає в тому, що він забезпечує неруйнівний режим вимірювань для 
надтонких (в граничному випадку моношарових) змащувальних плівок. Експериментальні 
результати, отримані в режимі сухого тертя, для пар матеріалів (сталь / Cu, сталь / Al та ін.) 
добре узгоджуються з відомими табличними даними.

Використовуючи розроблений трибометр, ми дослідили тертя моношарових плівок 
тетракозану (С24Н50), октатетраконтану (С48Н98), адсорбованих на атомно-гладку поверх-
ню графіту. Виявлено, що моношарові плівки обох алканів мають однакове пакування, але 
істотно різні коефіцієнти тертя. Відмінність трибологічних властивостей пояснюється в 
рамках одновимірної моделі, яка базується на сумірності алкільного ланцюга і підклад-
ки графіту.

Рис. 4. Варіація сили тертя ковзання Fs(x) як функція 
довжини молекули n-алкану (кількість атомів вугле-
цю в ланцюзі). Зверху: схематичне зображення мо ле-
кули, що рухається уздовж атомної борозенки графіту
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ИССЛЕДОВАНИЕ ТРИБОЛОГИЧЕСКИХ СВОЙСТВ 
НАНОСТРУКТУРНЫХ ОБЪЕКТОВ НА АТОМНО-ГЛАДКИХ ПОВЕРХНОСТЯХ

Разработан и апробирован принципиально новый метод для исследования трения в точечном контакте 
с помощью левитирующего в магнитном поле маятника. Главное преимущество метода заключается в том, 
что он обеспечивает неразрушающий режим измерений для сверхтонких (в предельном случае моно-
слойных) смазочных пленок. Метод позволяет оперативно проводить измерения коэффициентов трения 
в режимах сухого трения и в присутствии смазочной пленки. В качестве смазочных пленок использова-
ли самоупорядоченные монослои n-алканов n-СnН2n+2 (n = 24 тетракозан и n = 48, октатетраконтан), на-
несенные на атомно-гладкие поверхности высокоориентированного пиролитического графита (ВОПГ). 
Струк тура монослоев исследовалась с помощью сканирующего туннельного микроскопа (СТМ) с моле-
кулярным разрешением. Установлено, что коэффициент трения немонотонно зависит от длины молекулы. 
Полученные результаты объясняются в рамках модели, основанной на несоизмеримости алкильной цепи 
и подложки графита.

Ключевые слова: коэффициент трения, сухое трение, атомно-гладкие поверхности, монослойные пленки, 
сила трения скольжения.
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INVESTIGATION OF TRIBOLOGICAL PROPERTIES 
OF NANOSTRUCTURED OBJECTS ON ATOMIC-SMOOTH SURFACES

A fundamentally new method for the study of the friction in a point contact with the help of a pendulum levi-
tated in a magnetic field has been developed and tested. The main advantage of the method is non-destructive 
regimes of measurements for the ultrathin (e.g., monolayers) lubricant films. The method allows us to provide fast 
measurements of friction coefficients in regimes of dry friction and in the presence of a lubricant film. Self-as-
sembled monolayers of n-alkanes n-CnH2n+2 (n = 24 tetracosan, and n = 48, octatetracontan) deposited on the 
atomic-smooth surfaces of highly oriented pyrolytic graphite (HOPG) are used for these purposes. The structure 
of monolayers is investigated, by using a scanning tunneling microscope (STM) with molecular resolution. The 
obtained results are explained in the frame of a simple one-dimensional model, which considers n-alkane chain 
adsorbed on the graphite substrate. Using this model, we have found that the sliding force acting on an n-alkane 
molecule depends on the molecular length in non-monotonic manner.

Keywords: friction coefficient, dry friction, atomically flat surfaces, monolayer films, friction sliding force.
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ОПОВІДІ
НАЦІОНАЛЬНОЇ 
АКАДЕМІЇ  НАУК
УКРАЇНИ

В умовах дугового зварювання неплавким електродом з iмпульсною модуляцiєю струму си-
лова дiя електромагнiтного поля на дугову плазму i метал зварювальної ванни визначається 
амплiтудними значеннями i формою iмпульсiв струму. При оптимальних за формою iм-
пульсах струму iнтенсифiкуються гiдродинамiчнi процеси в зварювальнiй ваннi, зростає 
конвективне перенесення теплової енергiї з поверхнi зварювальної ванни до фронту плав-
лення i за рахунок цього пiдвищується проплавляюча здатнiсть зварювальної дуги. Проб-
лема вибору форми оптимальних за силовою дiєю iмпульсiв модульованого струму є пред-
метом дослiджень цiєї статтi.

З достатньо хорошим наближенням можна вважати, що в дуговiй плазмi та в при по-
верхневiй зонi зварювальної ванни електромагнiтне поле є осесиметричним. У цьому ви -
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До теорiї оптимальних за силовою дiєю 
iмпульсiв зварювального струму
Представлено академіком НАН України І.В. Крівцуном

Розглянуто задачу вибору оптимальної форми iмпульсiв струму, якi забезпечують максимальну силову дiю 
електромагнiтного поля дуги на метал зварювальної ванни при зварюваннi неплавким електродом з високо-
частотною iмпульсною модуляцiєю струму. Наведено необхiдну i достатню умову досягнення оптимальної 
форми iмпульсiв струму. Однiєю з можливих оптимальних форм iмпульсної модуляцiї струму є меандр. В 
електричних колах з дугою формування прямокутних iмпульсiв струму неможливо, тому в якостi набли-
ження було розглянуто iмпульси трапецеїдальної форми. Для таких iмпульсiв з фiксованою тривалiстю пе-
реднього i заднього фронтiв наведенi результати параметричної оптимiзацiї часових параметрiв iмпульсної 
модуляцiї струму.

Ключові слова: зварювання неплавким електродом, iмпульсна модуляцiя струму, форма iмпульсiв, дiюче 
значення струму, зварювальна ванна, електромагнiтна сила. 
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п адку, згiдно з теоремою розкладання Гельмгольця, пондеромоторна сила F , яка виникає в 
результатi взаємодiї струму дуги з власним магнiтним полем, може бути представлена [1] 
у виглядi суми потенцiйної та вихрової складових:

2
2

0
1

grad
2 r

H
F H e

r
θ

θ
⎛ ⎞

= −μ μ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (1)

де μ0 — унiверсальна магнiтна стала; μ — магнiтна проникнiсть середовища; r, θ, z — змiннi 
цилiндричної системи координат; Hθ(r, z) — азимутальна компонента напруженостi маг-
нiтного поля; re  — одиничний вектор у напрямку радiальної координати. При зварюваннi 
неплавким електродом траєкторiї руху матерiальних частинок у зварювальнiй ваннi є за-
мкнутими. У такому разi дiя потенцiйної складової електромагнiтної сили обмежується 

створенням у розплавi магнiтостатичного тиску 2
0

1
2stP Hθ= − μ μ , який не заважає руху мета-

лу пiд дiєю сили iншої природи, а рушiйним силовим фактором, який збуджує течiю роз-

плаву, є доцентрова вихрова сила 
2

0rot r
H

F e
r
θ= −μ μ . З теореми про повний струм маємо 
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I r z

H r z
rθ =

π
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( , ) 2 ( , )
r

zI r z j r z r dr′ ′ ′= π ∫  — електричний струм, що протiкає в крузi 

радiуса r, розташованому в довiльному аксiальному перетинi z. Тодi вихрова складова сили 

Лоренця може бути записана у виглядi 
2

0 2 3

( , )
( , )

4
rot r

I r z
F r z e

r
= −μ μ

π
. Пiд дiєю цiєї сили в металi 

утворюється магнiтний тиск ( , )magP r z , який, виходячи iз рiвнянь магнiтної гiдростатики, 

визначається наступним чином: ( , ) ( , )mag rot
r

P r z F r z dr
∞

′ ′= ∫ . Градiєнт магнiтного тиску ство-

рює силу magF , яка збуджує рух розплаву переважно в аксiальному напрямку iз швидкос-
тями десятки сантиметрiв в секунду. Змiнюючи належним чином напрямок i iнтенсив-
нiсть конвективних потокiв розплаву, можна управляти проплавляючою здатнiстю дуги, 
продуктивнiстю та якiстю процесу зварювання.

Якщо частота iмпульсної модуляцiї зварювального струму достатньо висока (знахо-
диться в кiлогерцевому дiапазонi), то процеси переносу iмпульсу i енергiї в металi зва-
рювальної ванни через їх iнерцiйність залежать не вiд поточного значення струму, а вiд 
ефективних (дiючих) значень характеристик електромагнiтного поля [2]. Такими є: ефек-
тивна вихрова складова електромагнiтної сили ( , )rotF r z〈 〉  та ефективний магнiтний тиск 

( , )magP r z〈 〉 , де пiд 
0

1
( )

T

f f t dt
T

〈 〉 = ∫  розумiється усереднене значення функцiї ( )f t  на од-

ному перiодi T модуляцiї струму.
Нехай ( )I t  — модульований струм, що перiодично змiнюється у часi з перiодом T. Зi 

збiльшенням ефективного значення струму 
 

2
effI I=  зростає величина 2( , )I r z〈 〉 , 

вiдповiдно, збiльшується ( , )rotF r z〈 〉 . У зв’язку з цим постає задача вибору такої форми 
iм пульсу, яка б забезпечувала максимум effI  при заданих амплiтудних значеннях мо-
ду льованого струму. Будемо вважати струм однополярним I(t)  0 i таким, що I1  I(t)  I2, 
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t ∈ [0; T]. Для довiльної форми iмпульсiв стру-
му можна записати:

I(τ) = I1 + Aη(τ), 

де 
t
T

τ =  — безрозмiрний час; A = I2—I1 — 

амплiту да модуляцiї струму; η(τ) — функцiя, 

яка визна чає нормовану форму iмпульсу стру-
му (0  η(τ)  1, τ ∈ [0; 1]). Вирази для квадра-

тiв дiючого 2
effI = 〈Ι 〉  i середнього avI = 〈Ι〉  

значень iмпульсного струму запишемо у виглядi:

2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1eff avI I I I= + 2ΑΙ 〈η〉 + Α 〈η 〉, = + 2ΑΙ 〈η〉 + Α 〈η 〉.

Звiдси випливає наступна рiвнiсть:

2 2 2 2 2
eff avI I− = Α (〈η 〉 − 〈η〉 ).  (2)

Силову дiю модульованого струму на метал зварювальної ванни будемо порiвнювати iз 
силовою дiєю постiйного струму за величиною рiвного avI . Форму iмпульсiв будемо вважа-
ти оптимальною, якщо при заданих I1, I2 досягається максимальна рiзниця мiж квадратами 
дiючого i середнього значень струму. Тодi, вiдповiдно до (2), оптимальною за даним критерiєм 
формою iмпульсу є така функцiя η(τ), яка доставляє максимум функцiоналу

21 1

0 0

[ ( )] ( ) ( ) .dt dt
⎛ ⎞
⎜ ⎟Φ η τ = η τ − η τ⎜ ⎟⎝ ⎠

∫ ∫

Справедлива наступна
Теорема. Нехай η(τ) — вимiрна по Лебегу на вiдрiзку [0; 1] функцiя, така що майже для 

всiх τ ∈ [0; 1] виконуються нерiвностi 0  η(τ))  1. Тодi [ ( )] 0,25Φ η τ �  i рiвнiсть досягає-
ться тодi i тiльки тодi, коли iснує вимiрна множина B ⊂ [0; 1], μ(B) = 0,5, де μ — мiра Лебе-
га на прямiй, що майже для всiх τ ∈ [0; 1] виконується рiвнiсть

1, ,
( )

0, .

B

B

τ∈⎧
η τ = ⎨ τ∉⎩

 (3)

Доведення теореми опускаємо.
Згiдно з теоремою задача про максимум функцiоналу в класi вимiрних за Лебегом 

функцiй має неєдиний розв’язок i iснує нескiнченна кiлькiсть оптимальних функцiй η(τ), 
таких що множини точок вiдрiзка [0; 1], для яких η(τ) = 0 i η(τ) = 1, мають однакову мiру 
Лебега. З технiчної точки зору найбiльший iнтерес представляють прямокутнi iмпульси у 
виглядi меандру

0
1, 0 0,5,

( )
0, 0,5 1,

τ <⎧
η τ = ⎨ τ⎩

�
� �

   
2 2

2
0,25eff avI I−

= .
Α

 (4)

Рис. 1. Iмпульс трапецеїдальної форми
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Прямокутна форма iмпульсiв струму є певною iдеалiзацiєю. На практицi неможливо 
забезпечити нескiнченну швидкiсть змiни струму на передньому i задньому фронтах iм-
пульсу. Максимальна швидкiсть змiни струму, яку можна досягти в реальних умовах, ста-
новить величину порядку 107 A/c, цьому вiдповiдають тривалостi фронтiв iмпульсiв зва-
рювального струму 10...20 мкс. В якостi наближення до прямокутної форми iмпульсу роз-
глянемо трапецеїдальний iмпульс струму, наведений на рис. 1.

У цьому випадку маємо 2
21 3

1
3

〈η 〉 = (2τ + τ ),
 

2 2
21 3

1
,

4
〈η〉 = (τ + τ )  де 21 2 1τ = τ − τ . Функцiо-

на лу [ ( )]Φ η τ  вi д повiдає функцiя 2
21 3 21 3 21 3

1 1
( , )

3 4
Φ τ τ = (2τ + τ )− (τ + τ ) . Бу демо далi вважати, 

що тривалостi переднього i заднього фронтiв iмпульсу збiгаються i дорiвнюють fτ , тобто 
покладемо 1 3 2fτ = τ = τ − τ .

При цьому безрозмiрна форма iмпульсу не залишається сталою при змiнi перiоду мо-
дуляцiї T, а значення функцiоналу [ ( )]Φ η τ , визначеного на безлiчi трапецеїдальних форм 
iмпульсiв струму, залежить вiд частоти модуляцiї F = T –1.

У виразi 21 3Φ(τ , τ )  для трапецеїдального iмпульсу перейдемо до розмiрних часових харак-

теристик t1, t2, t3 i частоти F. Маємо 2 2
21 21 213f f f

F
t t F t t F tΦ( , , ) = (3 + 2 )− ( + τ ) , де 21 2 1t t t= −  — 

тривалiсть вершини iмпульсу. При заданому t21 = const iснує максимум max 21 ft tΦ ( , ) =
2

21
2

21

f

f

t t

t t

(3 + 2 )
=
36( + )

, який досягається при 21
2

21

f

f

t t
F

t t

3 + 2
=
6( + )

. В окремому випадку 0ft =  (iмпульс 

прямокутної форми) max 21
21

1 1
,

4 2ft t F
t

Φ ( , ) = = , що вiдповiдає наведенiй вище теоремi. Ана-

логiчно, при 21 0t =  i довiльному ft  (iмпульс трикутної форми) max 21
1 1

,
9 3f

f
t t F

t
Φ ( , ) = = , 

тобто оптимальна тривалiсть iмпульсу трикутної форми складає двi третини перiоду мо -
ду ляцiї. Зауважимо, що положення вершини трикутного iмпульсу може бути задано до-

вiльно. При довiльних 21t , ft  виконуються нерiвностi max 21
1 1
9 4ft tΦ ( , ) <� , тобто за сило-

вою дiєю на метал зварювальної ванни трикутний iмпульс майже в 2,5 рази поступається 
прямокутному.

Покладемо для визначеностi tf = 15 мкс . На рис. 2 наведенi графiки залежностi ве ли-
чини оптимального перiоду модуляцiї струму i функцiї 21tΦ( )  вiд тривалостi вершини тра-
пецеїдального iмпульсу в iнтервалi t21 ∈ [0; 100] мкс.

Як бачимо з рис. 2, a, оптимальний перiод модуляцiї струму практично лiнiйно зале-
жить вiд величини t21. Значення функцiї 21tΦ( )  зi збiльшенням t21 асимптотично прямує до 
0,25, що вiдповiдає iмпульсам в формi меандру, оскiльки при 21t →∞  форма трапецеїдаль-
ного iмпульсу наближається до прямокутної. Ця ж тенденцiя зберiгається i в залежностях 

21av tΙ ( ) , 21eff tΙ ( ) , наведених на рис. 3.
Зберiгаючи незмiнною амплiтуду A модуляцiї струму, можна шляхом вибору значення 

струму I1 в паузi пiдвищувати середнє i ефективне значення модульованого струму (див. 
рис. 3) i збiльшувати тим самим енергетичнi характеристики дуги.
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Ефективнiсть силового впливу модульованого струму на метал, що зварюється (по 
вiдношенню до зварювання на постiйному струмi, який дорiвнює avI ), будемо оцiнювати, 

виходячи iз безрозмiрного параметра 
2 2

2
eff av

av

I I
K

I

−
= .

Вiдзначимо, що рiзниця 2 2
eff avI I−  залишається постiйною при будь-якому значеннi 

струму I1 в паузi, у той час як avI  адитивно залежить вiд I1. Тому параметр K є функцiєю I1. 
На рис. 4 наведенi залежностi параметра K вiд величини тривалостi вершини iмпульсу при 
рiзних значеннях I1.

Рис. 4. Показник ефективностi 
силового впливу модульовано го 
струму в залежностi вiд тривалостi 
t21 вершини iмпульсу при A = 300 
A, tf = 15 мкс: 1 — I1 = 0; 2 — 15 A; 
3 — 30 A; 4 — 45 A; 5 — 60 A

Рис. 2. Змiна оптима льного перiоду мо ду ля цiї (а) i значень функцiї 21tΦ( )  (б) 
в залежнос тi вiд три ва лостi вершини трапецеїдального iм пуль су

Рис. 3. Залежнiсть середнього (а) i ефективного (б) значень модульованого 
струму вiд три валостi вершини iм пульсу t21 при A = 300 A, tf = 15 мкс: 1 — I1 = 0; 
2 — 15 A; 3 — 30 A; 4 — 45 A; 5 — 60 A
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Якщо I1 = 0, то параметр K практично дорiвнює одиницi у всьому дiапазонi змiни t21. 
Це означає, що при I1 = 0 i оптимальному виборi часових параметрiв трапецеїдального 
iмпульсу його силовий вплив на метал зварювальної ванни вдвiчi перевершує силовий 
вплив постiйного струму, що за величиною збiгається з середнiм значенням модульованого 
струму. При збiльшеннi струму в паузi силова ефективнiсть модульованого струму спадає — 
так, наприклад, K ≈ 0,5 при I1 = 60 A.

Проведений теоретичний аналiз i кiлькiснi оцiнки можуть бути корисними при 
проектуваннi джерел зварювального струму, а також при визначеннi параметрiв режимiв 
зварювання неплавким електродом з високочастотною iмпульсною модуляцiєю струму, якi 
забезпечують пiдвищену проплавляючу здатнiсть зварювальної дуги.
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К ТЕОРИИ ОПТИМАЛЬНЫХ ПО СИЛОВОМУ
ДЕЙСТВИЮ ИМПУЛЬСОВ СВАРОЧНОГО ТОКА

Рассмотрена задача выбора оптимальной формы импульсов тока, обеспечивающих максимальное сило-
вое воздействие электромагнитного поля дуги на металл сварочной ванны при сварке неплавящимся 
электродом с высокочастотной импульсной модуляцией тока. Приведены необходимое и достаточное 
условия достижения оптимальной формы импульсов тока. Одной из возможных оптимальных форм 
импульсной модуляции тока является меандр. В электрических цепях с дугой формирование прямоу-
гольных импульсов тока невозможно, поэтому в качестве приближения были рассмотрены импульсы 
трапецеидальной формы. Для таких импульсов с фиксированной длительностью переднего и заднего 
фронтов приведены результаты параметрической оптимизации временных параметров импульсной мо-
дуляции тока.

Ключевые слова: сварка неплавящимся электродом, импульсная модуляция тока, форма импульсов, дей-
ствующее значение тока, сварочная ванна, электромагнитная сила.
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TO THE THEORY OF WELDING CURRENT 
IMPULSES OPTIMAL FOR FORCE ACTION

The problem of the optimum shape of current pulses providing the maximum force action of the electromag-
netic field of an arc on a weld pool metal at the welding by a nonmelting electrode with high-frequency modula-
tion of the current has been considered. Necessary and sufficient conditions for getting the optimum shape of 
welding pulses are given. One of the possible optimum forms of current pulse modulation is a meander. In electric 
circuits with arc, it is impossible to form rectangular current pulses. Therefore, trapezoidal pulses are conside-
red. The results of parametric optimization of the time parameters of the current pulse modulation are given for 
such pulses with fixed durations of the leading and trailing fronts.

Keywords: welding by a nonmelting electrode, pulse current modulation, pulse shape, effective current value, weld 
pool, electromagnetic force.
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ОПОВІДІ
НАЦІОНАЛЬНОЇ 
АКАДЕМІЇ  НАУК
УКРАЇНИ

Земна літосфера — це суттєво неоднорідне структуроване середовище: вона сформована 
ієрархічною системою об’ємів (блоків), розділених тонкими граничними областями, які, у 
свою чергу, є блоками нижчого рівня і які також розділені відповідними тонкими областями 
і т. д. [1]. Така ієрархія охоплює масштаб від тисяч кілометрів (тектонічні плити) до мілі-
метрів (гранули у гірських породах). Особливо яскраво ця блоково-ієрархічна структура 
проявляється у сейсмоактивних областях, які є граничними зонами, що розділяють найбіль-
ші блоки літосфери — тектонічні плити. Завдяки руху тектонічних плит до сейсмоактивних 
зон неперервно підводиться кінетична енергія, яка накопичується у вигляді пружної енергії, 
а згодом вивільняється у вигляді землетрусів, та частково дисипує у тепло. Для такого сей-
смічного процесу встановлено ряд емпіричних закономірностей, для яких характерна масш-
табна інваріантність (вони мають вигляд степеневої залежності): закон Гутенберга—Ріхтера 
(ГР), який зв’язує кількість землетрусів з їх магнітудою [2]; закон Оморі, який описує за-
тухання афтершоків [3], та степеневий закон розподілу епіцентрів, що свідчить про фрак-
тальний розподіл землетрусів у просторі [4]. Землетруси також демонструють далекодіючі 
просторово-часові кореляції та існування просторово-часових кластерів [5].

Ієрархічна структурованість, обмін енергією із зовнішнім середовищем, відсутність 
масштабу у сейсмічних процесів визначає необхідність розглядати сейсмоактивну зону як 
складну ієрархічну, відкриту в термодинамічному сенсі систему, а масштабна інваріантність 
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Блоково-ієрархічна модель сейсмічних процесів
Представлено академіком НАН України В.І. Старостенком

Побудована модель на основі клітинних автоматів, яка враховує дві фундаментальні властивості сейсмо-
активних областей: блоково-ієрархічну будову та перебування їх у стані самоорганізованої критичності. 
Модель відтворює основні емпіричні закономірності сейсмічних процесів: частотно-енергетичну ін ва рі-
ант ність сейсмічних подій (закон Гутенберга—Ріхтера), узагальнений закон Оморі для афтершоків та 
фрактальний розподіл гіпоцентрів (епіцентрів) зі степеневою залежністю кількості подій від відстані між 
гіпоцентрами (епіцентрами).
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сейсмічних процесів свідчить про те, що система перебуває в критичному стані. Бак із спів-
авт. [6] змоделювали пове дінку гірки піску як поведінку системи, що перебуває у критично-
му стані і яка самопідстроюється таким чином, щоб знаходитись у цьому стані неперервно. 
Вони назвали такий стан системи самоорганізованою критичністю (СОК). Кон цепцію СОК 
для моделювання землетрусів застосовували ряд дослідників [7—9]. Переважна більшість 
цих моделей базується на моделі блоків з пру жинами Барріджа—Кнопова [10], яка склада-
ється з жорстких блоків, розташованих на шорсткій горизонтальній по верхні, з пружними 
зв’язками між собою. Зверху блоки за допомогою пру жин приєднані до рухо мої площини. 
При перевищенні одним із блоків порогового значення сили він починає рухатися, змінюю-
чи силу взаємодії сусідніх блоків з шорсткою поверхнею. Рандл, Джексон та Браун (РДБ) 
[11] модифікували цю модель в модель клітинних автоматів, яка потім бу ла трансформова-
на Оламі, Федером, Крістенсеном (ОФК) [9] в форму ґратки. Інша частина СОК моделей з 
самого початку побудована на основі клітинних автоматів [7, 12].

Традиційні моделі СОК ускладнювалися й удосконалювалися з тим, щоб краще опи-
сувати як ГР скейлінг, так і кореляції землетрусів у просторі та часі, які виражаються в іс-
нуванні форшоків та афтершоків, а також у їх фрактальному розподілі. Іто та Матсузакі [8] 
модифікували модель клітинних автоматів за допомогою простої процедури перерозподі-
лу сил після кожного землетрусу так, що будь-який землетрус може ініціювати афтершоки. 
У ряді моделей, заснованих на РДБ та ОФК моделях, просторово-часові кореляції в сей-
смічному процесі досягаються за допомогою введення відповідних неоднорідностей [13]. 

У стандартних моделях клітинних автоматів усі комірки мають однаковий розмір, так 
само як у моделях блоків з пружинами всі блоки однакові. Автори роботи [12] розглянули 
СОК модель клітинних автоматів з ієрархічною будовою сітки, а саме з фрактальним роз-
поділом за розміром комірок. Проте у цій моделі розбиття сітки на комірки є регулярним.

У даній роботі запропонована модель, яка враховує ієрархічну будову сейсмічної зони і 
той факт, що вона знаходиться у стані самоорганізованої критичності. Сейсмічна область 
Ω  у вигляді куба утворена ієрархічною системою блоків кубічної форми, які розташову-
ються у випадковому порядку (рис. 1). Тут не розв’язується конкретна крайова задача, а 
досліджується можливість моделювання природного сейсмічного процесу за допомогою 
ієрархічної системи блоків. У систему ззовні підводиться енергія, яка накопичується в бло-
ках нерівномірно. Досягнувши порогового значення, енергія блока вивільняється і пере-
дається найближчим сусідам. Частина цієї енергії дисипує, а частина випромінюється в 
навколишнє середовище. Якщо сусідній блок отримує достатньо енергії, щоб перевищити 
порогове значення, то він також вивільняє її і, таким чином, процес вивільнення енергії 
набуває лавиноподібного характеру, що, власне, і є сейсмічною подією. Використання енер-
гії як основної змінної має перевагу, оскільки енергія є скалярною величиною. Це дає мож-
ливість легко застосувати схему клітинних автоматів для формалізації процесу перерозпо-
ділу енергії між блоками.

Розглядається ієрархічна система, утворена блоками п’яти розмірів (рівнів) із розмі-
рами сторін il , де il – цілі числа. Найменші блоки мають розмір 1 1l = , а розмір блоків кож-
ного наступного рівня вдвічі більший. Кількість блоків кожного рівня вибирається із умо-
ви того, що фрактальна розмірність блокового середовища дорівнює 2,5D = , що властиво 
для розподілів фрагментів більшості природних структурованих матеріалів [12], а саме 
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( ) D
i i l iN l C l −> = , де iN  — кількість бло-

ків з розміром більш ніж il . Як і в кла-
сичних моде лях клітинних автоматів 
[6—9], кожен блок знаходиться у двох 
станах: у стані спокою (стійкий елемент) 
та у збуреному стані (нестійкий еле-
мент). Якщо накопичена блоком енергія 
менша порогового значення th

iE , то та-
кий елемент стійкий, а якщо енергія 
блока досягає або перевищує порогове 
значення th

i iE E� , то він втрачає стій-
кість і зменшує свою енергію. На відмі-
ну від класичних моделей клітинних ав-
томатів, у процесі розвантаження блок 
втрачає тільки частину енергії, яку він 
накопичив раніше: r th

i i iE E E→ = θ , де 
залишкова енергія r

iE  визначається па-
раметром θ . Оскільки частина енергії 
дисипує та випромінюється у вигляді 
сейсмічних хвиль, сусіднім блокам пе-
редається енергія ( ) (1 )th

i iE E− θ − γψ , де 
[0,1]ψ∈  — випадкова величина, а γ  — коефіцієнт, який визначає, що частина енергії ди-

сипує та випромінюється. Ця енергія розподіляється між сусідніми блоками пропор цій-
но площі контакту

2
( ) (1 )

th
thik i

k k i i
i

E
E E E E

S

λ
→ + − θ − γχ ,

де ikλ  — площа контакту між i-м та k-м блоками, 26i iS l= . Порогове значення енергії блока th
iE  

за лежить від його розміру, а саме від його площі поверхні: (1 )th
i i iE S= +δ . Тут введено невели-

кий шум iδ  з гаусівським розподілом, з нульовим середнім значенням 0i〈δ 〉 =
 
та дисперсією dδ.

Енергія вводиться в систему блоків дискретно: порціями 1EΔ =  на одному кроці за ча-
сом, аналогічно тому, як це здійснюється в моделях клітинних автоматів [7, 12]. Імовірність 
попадання енергії пропорційна площі поверхні блока. У процесі підготування та реалізації 
землетрусу слід виділити два різні за швидкістю перебігу процеси: “повільний”, зв’язаний 
з надходженням енергії в сейсмічну зону від руху тектонічних плит, та “швидкий”, зв’яза-
ний безпосередньо із землетрусом. Тому енергія вводиться в систему тільки під час “повіль-
ного” процесу. Накопичення пружної енергії відбувається, коли землетруси відсутні.

На межах задаються періодичні умови, що дає можливість максимально зменшити 
вплив розміру розрахункової області на сейсмічний процес. У такому випадку вивід енер-
гії відбувається виключно через дисипацію та сейсмічне випромінювання. Моделювання 
сейсмічного процесу здійснюється в блоковій системі, в якій кількість найбільших блоків 
(n5) становить 50, а загальна кількість всіх блоків (N) з урахуванням фрактальної розмірнос-
ті 2,5D =  дорівнює 62182.

Рис. 1. Сейсмічна область Ω  як ієрархічна система блоків
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На початку розрахунку всі блоки мають певну енергію, розподілену випадковим чином 
так, що в жодному блоці вона не перевищує порогового значення. Досить швидко система 
досягає стаціонарного, але нерівноважного стану з невеликими флуктуаціями сумарної 
енергії, як показано у вставці на рис. 2. Тут наведені залежності сумарної енергії від часу для 
чотирьох значень коефіцієнта θ , яким регулюється залишкова енергія r

iE . Зрозуміло, що 
найбільшу сумарну енергію має система з найбільшою залишковою енергією.

На рис. 2 показано кумулятивний розподіл землетрусів для чотирьох значень залиш-
кової енергії. Тут пряма лінія відповідає значенню показника 1,07 0,02b = ± , тобто модель з 
хорошою точністю відтворює закон ГР в енергетичному представленні ( ) bN E E−> ∝ , в яко-
му показник степеня b  знаходиться в діапазоні 0,80—1,05 [9] для всіх значень залишкової 
енергії. Відхилення від степеневої залежності має місце як для великих землетрусів, так і 
для малих, що пов’язано з обмеженням розмірів блоків. Це підтверджується тим, що змен-
шення кількості блоків призводить до більшого загинання функції розподілу.

Сейсмічна активність до та після великих землетрусів  для різних значень залишкової 
енергії вказує на відсутність серій афтершоків, хоча при цьому присутні форшоки (рис. 3, 
а). Тому дана модель вимагає удосконалення з тим, щоб описати реалістичну картину сей-
смічного процесу, яка включала б існування афтершоків. Для цього слід використати гіпо-
тезу, що великі землетруси спричинюють значне руйнування гірського масиву та перероз-
поділ напруження в області, охопленій цими землетрусами. Руйнування гірської породи 
призводить до зменшення критичного напруження (енергії), яке визначає умови втрати рів-
новаги та генерування афтершоків. У цій моделі зменшення критичної енергії здійнюється 
за допомогою такої процедури: на кожному часовому кроці для кожного блока, який знахо-
диться в цій області, випадковим чином зменшується поріг

(1 )th th
i i iE E→μ +ε ,

Рис. 2.  Кумулятивний розподіл кількості землетрусів за енергією для різних значень залишкової енергії 
та різної кількості блоків. Нахил прямої, що апроксимує всі залежності, 1,07β =

Рис. 3. Залежність середньої кількості землетрусів від часу до основного землетрусу за різних значень за-
лишкової енергії: а — модель без вдосконалення, б — степенева апроксимація афтершоків з використан-
ням вдосконаленої моделі; довірчі інтервали відповідають довірчій імовірності 95 %
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де 0 1< μ < , а iε  — невеликий шум з гауссівським розподілом, з нульовим середнім значен-
ням та дисперсією dε . Таке зменшення відбувається доти, поки значення порогової енергії 
не досягне величини залишкової енергії (1 )r

i i iE S= θ + δ . В подальшому, через деякий зна-
чний проміжок часу, відбувається відновлення (“заліковування”) зруйнованих зв’язків. Цей 
процес відбувається також випадково, коли виконується умова iχ < τ , де [0, 1]iχ ∈  — ви-
падкова величина, що генерується для і-го блока на кожному кроці по часу після велико-
го землетрусу, а τ  — мала величина, яка забезпечує тривалий період “заліковування”. 
Оскільки в області, охопленій землетрусом, відбувається зміна енергетичних порогів, то 
одночасно можуть виникати кілька афтершоків і всі вони враховуються для побудови ста-
тистичних залежностей. 

Така вдосконалена модель суттєво змінює поведінку системи після великих земле тру-
сів. На рис. 3 наведено отримані в розрахунках кількість форшоків та афтершоків за лежно 
від часу з використанням удосконаленої моделі. Тут великими землетрусами, як і в попере-
дній моделі, вважаються землетруси з енергією, що перевищує 1000E = , а загальна кількість 
великих землетрусів N = 1176295. Ці дані отримані для параметра залишкової енергії 0,5θ = , 
коефіцієнта, що зменшує поріг 0,6μ = , дисперсій 0,1dδ = , 0,1dε =  та 0,01ε = . Затухання час тоти 
афтершоків in situ відбувається за законом Оморі, який в узагальненій формі має вигляд

/ ( )pn k t c= + ,

де показник степеня p  знаходится в інтервалі від 1,0 до 1,8, а c — мала величина [3]. Згідно 
з результатами моделювання, залежність афтершоків від часу апроксимується кривою з ко-
ефіцієнтами 1489k = , 0,03c = , 1,5 0,04p = − ±  (див. рис. 3, б).

Гіпоцентри та епіцентри землетрусів утворюють у просторі та на поверхні фрактальні мно-
жини з розмірностями h

fd  та e
fd  відповідно. За даними численних досліджень, фрактальна 

Рис. 4. Об’ємний розподіл землетрусів в області 
Ω  (а) та кореляційний інтеграл як функція від-
станей між гіпоцентрами й епіцентрами земле-
трусів у логарифмічних координатах і відповідні 
ароксимації степеневими залежностями (б)
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розмірність для епіцентрів змінюється від 1,0 до 1,8, а гіпоцентральна фрактальна розмір-
ність — від 2,2 для поверхневих до 1,5—1,6 для глибинних землетрусів [14]. У даній моделі 
гіпоцентри визначались як середнє значення положень центрів усіх кубів, які були задіяні у 
формуванні землетрусу, а епіцентри — відповідно до їх проекції на верхню площину куба Ω.

Аналіз просторового розподілу гіпоцентрів землетрусів (рис. 4, а) показав, що гіпоцен-
три розташовані нерівномірно, утворюючи кластери. Фрактальні розмірності h

fd  та e
fd  цих 

розподілів оцінюються за допомогою методу кореляційного інтеграла [15]. Кореляційний 
інтеграл визначається як 

2
, 1,

1
( ) lim ( )

N

i j
N i j i j

C r H r
N→∞ = ≠

= −⎜ − ⎪∑ r r ,

де ir  та jr  — гіпоцентри (епіцентри) i-го та j-го землетрусів, а H  — функція Хевісайда. 
Тобто для кореляційного інтеграла підраховуються тільки ті землетруси, відстань між 
якими менша від r . Для фрактальних множин кореляційний інтеграл ( )C r на малих від-
станях r  зростає за степеневим законом

( )C r r ν∝ ,

де кореляційний показник, або двоточкова кореляційна розмірність ν  дуже близька до 
фрактальної розмірності fd . Для N = 1176295 землетрусів (за такої великої кількості по-
дій кореляційний інтеграл вже не залежить від N) залежності кореляційного інтеграла від 
відстані для гіпоцентрів та епіцентрів у подвійних логарифмічних координатах наведено 
на рис. 4, б. Обчислена за цими залежностями двоточкова кореляційна розмірність для епі-
центрів ( 1,8)eν =  попадає в межі експериментальних величин, а для гіпоцентрів ( 2,8)hν =  
дещо перевищує фрактальні розмірності, отримані для реальних землетрусів. Це пов’язано 
з тим, що в моделі область має форму куба, а в природних умовах сейсмічні області видов-
жені вздовж розломів.

Отже, запропонована ієрархічна модель, що базується на самоорганізованій критичнос-
ті, відтворює основні закономірності сейсмічних процесів: закон Гутенберга—Ріхтера з по-
казником степеня 1,07 0,02β = ± , закон Оморі для афтершоків з коефіцієнтом затухання 

1,5 0,04p = ± , наявність форшоків, фрактальні властивості просторового розподілу земле-
трусів з фрактальними розмірностями 2,8h

fd ≈  та 1,8e
fd ≈  відповідно для гіпоцентрів та 

епіцентрів. Модель враховує як часові, так і просторові кореляції землетрусів. Слід зау-
важити, що поза розглядом даної моделі залишилося те, що природне середовище являє 
собою ієрархічну систему вкладених блоків, а не є системою розташованих випадковим 
чином блоків. Крім того, не враховується анізотропія сейсмічної зони, пов’язана з існую-
чими розло мами та морфологічною неоднорідністю. Але навіть з такою структурою ієрар-
хічного середовища модель досить правильно відтворює характерні властивості сейсміч-
ного процесу.
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БЛОЧНО-ИЕРАРХИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 
СЕЙСМИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ

Построена модель на основе клеточных автоматов, учитывающая два фундаментальных свойства сейсмо-
активных областей: блочно-иерархическое строение и пребывание их в состоянии самоорганизованной 
критичности. Модель воспроизводит основные эмпирические закономерности сейсмических процессов: 
частотно-энергетическую инвариантность сейсмических событий (закон Гутенберга—Рихтера), обобщен-
ный закон Омори для афтершоков и фрактальное распределение гипоцентров (эпицентров) со степенной 
зависимостью количества событий от расстояния между гипоцентрами (эпицентрами).

Ключевые слова: сейсмический процесс, блочная иерархическая среда, самоорганизованная критичность.
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HIERARCHICAL BLOCK MODEL 
FOR SEISMIC PROCESSES

The model based on cellular automata is constructed with regard for two fundamental properties of seismically 
active areas: a hierarchical block structure and their existence in a state of self-organized criticality. The model 
reproduces the main empirical properties of seismic processes: the frequency-energy invariance of seismic events 
(the Gutenberg—Richter law), generalized Omori law for aftershocks, and fractal distribution of hypocenters (epi-
centers) with power-law dependences of the number of events on distances between hypocenters (epicen ters).

Keywords: seismic process, blоck hierarchical medium, self-organized criticality.



63ISSN 1025-6415. Допов. Нац. акад. наук Укр. 2018. № 11

Тверді вуглеводні (бітуми) та гідротермальні мінерали (кіновар, сфалерит, галеніт та ін.) 
у породах рудних полів утворюють бітумо-гідротермальні мінеральні асоціації [1]. Таке 
явище закономірно спостерігається в зонах розломів на ділянках молодої та сучасної тек-
тонічної активізації, з якими пов’язані поліхронні осередки тепломасоперенесення. Воно 
має планетарне поширення і характеризується певними мінералого-геохімічними особ-
ливостями [2—4].

Існують різні уявлення про генезис бітумів — від органічного до неорганічного. Однак у 
випадку бітумо-гідротермальних мінеральних асоціацій рудних полів регіону обидві ці кон-
цепції не завжди відповідають конкретним геологічним умовам. 

Серед основних теорій генезису природних вуглеводнів, зокрема бітумів, виділяють: 
неорганічну (абіогенну) теорію синтезу вуглеводнів у глибинних шарах земної кори і мантії 
(М. Кудрявцев, П. Кропоткін, В. Порфір’єв, Г. Доленко, Е. Чекалюк, Й. Грінберг, Г. Бойко, 
Ю. Стефаник), органічну (осадово-міграційну) — утворення вуглеводнів за рахунок ката ге-
нетичного перетворення біогенних решток у нафтогазоматеринських пластах (М. Вас соє-
вич, В. Соколов, В. Успенський, А. Леворсен, Д. Хант) та абіогенно-біогенну (осадово-неор-
ганічну) — за рахунок обох цих процесів (І. Чебаненко, М. Павлюк, І. Наумко, Й. Сворень). 
Крім того, існують також інші оригінальні пояснення природи вуглеводнів у земній корі, до 
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Встановлено ізотопний склад карбону бітумів гідротермальних рудних полів Донбасу. Вміст важкого ізо-
топу 13С у бітумах Микитівського, Дружківсько-Костянтинівського та Слов’янського рудних полів визна-
чається величинами δ13С у межах –18,27÷–27,0 ‰ (стандарт PDB). Це вказує на те, що джерелом їхнього 
формування були переважно вугленосні породи середнього і верхнього карбону. Побудовано модель форму-
вання бітумо-гідротермальних асоціацій рудних полів регіону, згідно з якою вони мають біогенно-абіогенне 
походження.
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прикладу “геосинергетична концепція природних вуглеводнево-генерувальних систем” 
(О. Лукін) чи явища систематичного перетворення вуглеводнів у періоди тектонічної ак-
тивізації (Х. Хедберг, О. Ушаков) тощо.

Розв’язанню проблеми походження бітумів зон гідротермальної мінералізації у породах 
присвячено роботи Ласькова В.А. (1973), Цекоєва В.П. (1976), Калюжного В.А. (1978), 
Корчемагіна В.А. (1980, 1984), Мельникова Ф.П. (1982), Панова Б.С. (1984, 1986, 1989), 
Рипун М.Б. (1986), Галабурди Ю.А. (1987), Зацихи Б.В. (1989), Баліцького В.С. (2008), 
Павлюка М.І. (2009), Наумка І.М. (2015) та інших українських і закордонних геологів. 
Проте для ртутних і ртутно-поліметалічних рудних полів регіону конкретні моделі форму-
вання бітумо-гідротермальних асоціацій потребують уточнення.

Для розв’язання цієї задачі нами було відібрано дев’ять проб твердих чорних бітумів з 
Микитівського, Дружківсько-Костянтинівського та Слов’янського гідротермальних руд-
них полів Донбасу (Донецької складчастої споруди). Їх було проаналізовано з метою ви-
значення ізотопного складу карбону в Інституті геохімії, мінералогії та рудоутворення 
ім. М. П. Семененка НАН України (м. Київ) на мас-спектрометрі МІ 1305 МВ (аналітики 
В.С. Мороз, Л.І. Проскурко) (таблиця).

Отримані результати дають підставу дійти певних висновків щодо генезису дослідже-
них бітумів. Ізотопний склад карбону в пробах бітумів свідчить про переважно органічне 
джерело цього елемента. Лише в одній пробі (№ 1) мова може йти про істотну присутність 
важкого ізотопу (13С), а отже, і про певний вплив мігрувальних ендогенних флюїдів на про-
цеси формування бітумів.

Енергетичною і матеріальною основою бітумо-гідротермального мінералоутворення є 
флюїдне тепломасоперенесення [1, 5].

Найінтенсивніше висхідне розвантаження флюїдних потоків відбувається по зонах роз-
ломів і просторово збігається з антиклінальними структурами, в породах яких сформували-
ся тектоногенні зони розущільнення [1, 6, 9].

Виходячи з цих передумов та грун-
туючись насамперед на даних визначен-
ня ізотопного складу карбону бітумів, а 
також на власних і літературних мате-
ріалах щодо міграційних процесів вуг-
леводневих флюїдів у гідротермальних 
потоках, нами побудовано модель фор-
мування бітумо-гідротермальних міне-
ральних асоціацій рудних полів Донба-
су (рисунок).

З аналізу запропонованої графічної 
моделі (див. рисунок) випливає, що про-
цеси неорганічного синтезу атомів кар-
бону і гідрогену спричиняють появу під 
впливом температури понад 1200 °C [7] 
вуглеводневих сполук типу CnH2n. У пе-
ріоди тектонічної активізації в регіоні, 

Ізотопний склад карбону в бітумах 
гідротермальних рудних полів Донбасу

№ 
зразка

Місце відбору
δ13С, ‰

(стандарт 
PDB)

1 Дружківсько-Костянтинівське 
рудне поле

−18,27

2 Дружківсько-Костянтинівське 
рудне поле

−21,73

3 Микитівське рудне поле −22,22
4 Микитівське рудне поле −20,71
5 Микитівське рудне поле −22,48
6 Микитівське рудне поле −22,62
7 Микитівське рудне поле −25,16
8 Слов’янське рудне поле −21,19
9 Слов’янське рудне поле −27,07
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насамперед у ларамійську фазу альпійського тектогенезу, з якою пов’язане формування 
гідротермальної мінералізаціїї рудних полів Донбасу [8], синтезовані ендогенні вуглевод-
неві сполуки разом з мантійно-коровими гідротермами переносилися до земної поверхні. 
На їхньому шляху в літологічному розрізі регіону була 10—20-кілометрова теригенно-
вугленосна товща середньо-верхнього карбону, з якої завдяки різним фізико-хімічним пе-
ретворенням органічні вуглеводні вугільних товщ величезними порціями захоплювались 
гідротермальним потоком. Власне така взаємодія ендогенних термальних розчинів з ор-
ганічною речовиною, з одного боку, спричинила істотне зменшення питомого вмісту важ-
кого ізотопу вуглецю (13С) у мінералоутворювальних розчинах, а з іншого — “метаморфі-
зацію” вугілля і появу антрацитів [8].

Таким чином, у повідомленні на підставі даних визначення ізотопного складу карбону 
бітумів гідротермальних рудних полів регіону, зроблено висновок про те, що на їхнє фор-
мування впливала переважно органічна речовина вугленосних кам’яновугільних порід. 
Проте незначна частка важкого абіогенного ізотопу вуглецю надходила разом із глибин-
ними гідротермами.

Висновки, що випливають з результатів ізотопного аналізу бітумів, відображені на мо-
делі їхнього формування (див. рисунок) та збігаються з новітньою точкою зору щодо ви-
рішення загальної проблеми генезису вуглеводнів [2, 6, 10—13].

Отже, бітуми бітумо-гідротермальних мінеральних асоціацій ртутних рудних полів 
Донбасу мають подвійну біогенно-абіогенну природу, що відповідає і фактичним даним, і 
філософській концепції їхнього формування.

ЦИТОВАНА ЛІТЕРАТУРА

  1. Suyarko V.G., Ishchenko L.V., Gavrilyuk O.V. Fluid regime and ore water of bitumo-hydrothermal mineral 
associations in the conditions of Western Donetsk graben. Вісн. Харків. нац. ун-ту ім. В.Н. Каразіна. Сер. 
Геологія. Географія. Екологія. 2018. Вип. 48. С. 113—123.

Модель формування бітумо-гідро тер-
мальних мінеральних асоціацій руд-
них полів Донбасу



66 ISSN 1025-6415. Dopov. Nac. akad. nauk Ukr. 2018. № 11

В.Г. Суярко, Л.В. Іщенко

  2. Реддер Э. Флюидные включения как реликты рудообразующих флюидов. Геохимия гидротермальных 
рудных месторождений. Москва: Мир, 1970. С. 428–479.

  3. Уайт Э.Д. Месторождения ртути и цветных металлов, связанные с термальными минеральными источ-
никами. Геохимия гидротермальных рудных месторождений. Москва: Мир, 1970. С. 479—524. 

  4. Слободской Р.М. Элементорганические соединения и эндогенное рудообразование. Советская геоло-
гия. 1978. № 3. С. 54—67. 

  5. Кучеров В.Г. Генезис углеводородов и образование залежей нефти и природного газа. Вести газовой 
науки. 2013. № 1. С. 86—91.

  6. Павлюк М.І., Наумко І.М. Флюїдопровідні розломні зони як показник міграційних процесів у вугле-
породних масивах і нафтогазоносних верствах та їхня фіксація термобарично-геохімічними методами. 
Наук. пр. УкрНДМІ НАН України. 2009. № 5, ч. ІІ. С. 114—121.

  7. Чекалюк Э.Б. Нефть верхней мантии Земли. Киев: Наук. думка, 1967, 256 с.
  8. Суярко В.Г., Клитченко М.А. О возрасте ртутного оруденения Никитовского рудного поля. Условия 

локализации сурьмяно-ртутного и флюоритового оруденения в рудных полях. Сб. науч. тр. Новосибирск: 
Наука, 1991. С. 72—74.

  9. Белоконь В.Г. Бассейн р. Сев. Донец как геодинамическая система, отражающая процессы больших 
глубин. Геол. журн. 1984. № 1. С. 1—13.

10. Павлюк М.І., Варичев С.А., Ризун Б.П. Новые представления о генезисе нефти и газа и формировании 
нефтегазоносных провинций Украины. Генезис нефти и газа. Москва: ГЕОС, 2003. С. 441—442.

11. Сворень Й.М., Наумко І.М. Нова теорія синтезу і генезису природних вуглеводнів: абіогенно-біогенний 
дуалізм. Допов. Нац. акад. наук Укр. 2006. № 2. С. 111—116.

12. Наумко І.М. Флюїдний режим мінералогенезу породно-рудних комплексів України (за включення-
ми у мінералах типових парагенезисів): Автореф. дис. ... д-ра геол. наук / ІГГГК НАН України. Львів, 
2006. 52 c.

13. Наумко І.М., Павлюк М.І., Сворень Й.М., Зубик М.І. Гази вугільних родовищ: нове вирішення пробле-
ми синтезу—генезису метану. Допов. Нац. акад. наук Укр. 2016. № 3. С. 61—68. doi: https://doi.org/ 
10.15407/dopovidi2016.03.061

Надійшло до редакції 13.07.2018

REFERENCES

  1. Suyarko, V. G., Ishchenko, L. V. & Gavrilyuk, O. V. (2018). Fluid regime and ore water of bitumo-hydrothermal 
mineral associations in the conditions of Western Donetsk Graben. Visnyk of Karazin Kharkiv National 
University, series “Geology. Geography. Ecology”, No. 48, pp. 113-123.

  2. Rоedder, Е. (1970). Fluid inclusions as relics of ore-forming fluids. Geochemistry of gidrotermal ore deposits 
(pp. 428-479). Moscow: Mir (in Russian).

  3. White, E. D. (1970). Mercury and non-ferrous metals associated with thermal mineral springs. Geochemistry 
of gidrotermal ore deposits (pp. 479-524). Moscow: Mir (in Russian).

  4. Slobodskoj, R. M. (1978). Organometallic compounds and endogenous ore formation. Sovetskaja geologija, 
No. 3, pp. 54-67 (in Russian).

  5. Kucherov, V. G. (2013). The genesis of hydrocarbons and the formation of oil and natural gas deposits. Vesti 
gazovoy nauki, No. 1, pp. 86-91 (in Russian).

  6. Pavlyuk, M. I. & Naumko, I. M. (2009). Fluid-conductive fault zones as an indicator of migration processes 
in coal-fired arrays and oil-and-gas bearing layers and their fixation by thermobaric-geochemical methods. 
Naukovi praci UkrNDMI NAN Ukrayiny, No. 5, pt. ІІ, pp. 114-121 (in Ukrainian).

  7. Chekalyuk, E. B. (1967). Oil of the upper mantle of the Earth. Kiev: Naukova Dumka (in Russian).
  8. Suyarko, V. G. & Klitchenko, M. A. (1991). On the age of the mercury mineralization of the Nikitovsky ore 

field. Conditions of localization of antimony-mercury and fluorite orudenization in ore fields (pp. 72-74). 
Novosibirsk: Nauka (in Russian).

  9. Belokon’, V. G. (1984). Basin of the Seversky Donets River as a geodynamic system reflecting the processes 
of great depths. Geol. Zhurn., No. 1, pp. 1-13 (in Russian).

10. Pavlyuk, M. І., Varichev, S. A. & Rizun, B. P. (2003). New ideas about the genesis of oil and gas and the 
formation of oil and gas provinces. The genesis of oil and gas (pp. 441-442). Moscow: GEOS (in Russian).



67ISSN 1025-6415. Допов. Нац. акад. наук Укр. 2018. № 11

Ізотопний склад карбону бітумів гідротермальних полів Донбасу

11. Svoren’, Yo. М. & Naumko, І. М. (2006). New theory of synthesis and genesis of natural hydrocarbons: 
abiogenic-biogenic dualism. Dopov. Nac. acad. nauk Ukr., No. 2, pp. 111-116 (in Ukrainian).

12. Naumko, I. M. (2006). Fluid regime of mineral genesis of the rock-ore complexes of Ukraine (based on 
inclusions in minerals of typical parageneses): (Extended abstract of Doctor thesis). Institute of Geology and 
Geochemistry of Combustible Minerals, Lviv, Ukraine (in Ukrainian).

13. Naumko, I. M., Pavlyuk, M. I., Svoren’, Yo. M. & Zubyk, M. I. (2016). Gases of coal fields: a new solution of 
the problem of synthesis–genesis of methane. Dopov. Nac. acad. nauk Ukr., No. 3, pp. 61-68 (in Ukrainian). 
doi: https://doi.org/10.15407/dopovidi2016.03.061

Received  13.07.2018

В.Г. Суярко, Л.В. Ищенко

Харьковский национальный университет им. В.Н. Каразина
E-mail: lvishchenko23@gmail.com

ИЗОТОПНЫЙ СОСТАВ КАРБОНА БИТУМОВ 
ГИДРОТЕРМАЛЬНЫХ ПОЛЕЙ ДОНБАССА

Установлен изотопный состав карбона битумов гидротермальных рудных полей Донбасса. Содержание 
тяжелого изотопа 13С в битумах Никитовского, Дружковско-Константиновского и Славянского рудных 
полей определяется значениями δ13С в пределах −18,27÷ −27,0 ‰ (стандарт PDB). Это указывает на то, 
что преимущественным источником их формирования были угленосные породы среднего и верхнего кар-
бона. Построена модель формирования битумо-гидротермальных ассоциаций рудных полей региона, со-
гласно которой они имеют биогенно-абиогенное происхождение.

Ключевые слова: битумы, изотопы, карбон, битумо-гидротермальные ассоциации, гидротермальные руд-
ные поля, Донбас.
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ISOTOPIC COMPOSITION OF CARBON BITUMEN 
HYDROTHERMAL FIELDS OF THE DONBAS

The isotopic composition of carbon of the bitumens of the hydrothermal ore fields of the Donets Basin is estab-
lished. The content of the heavy isotope 13С in the bitumens of the Nikitovka, Druzhkovka-Konstantinovka, and 
Slavyansk ore fields is determined by the values of δ13С in the internal −18.27 ÷ −27.0 ‰ (PDB standard). This 
indicates that the predominant source of their formation was the carbonaceous rocks of the middle and upper 
Carboniferous. A model for the formation of bitumen-hydrothermal associations of ore fields in the region has 
been constructed, according to which they have a biogenic-abiogenic origin.

Keywords: bitumens, isotopes, carbon, bitumen-hydrothermal associations, hydrothermal ore fields, Donets Basin.
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В останні десятиліття значний інтерес привертають складнозаміщені кальцію фосфати, 
матеріали на основі яких широко застосовуються в сфері медицини (розробка матеріа-
лів-замінників кісткової тканини) [1—3], каталізу органічних реакцій [4, 5], створення 
ефективних нелінійно-оптичних матеріалів [6], адсорбентів [7—9] тощо. Така різноманіт-
ність областей використання зумовлена наявністю комплексу корисних властивостей, а 
саме: хімічної стабільності, механічної міцності, біосумісності. Слід також зазначити, що 
властивості кальцію фосфатів значною мірою залежать від природи замісників у підґратках 
їх структури та наявності дефектів.

Останнім часом у зв’язку з необхідністю вирішення екологічних проблем, пов’язаних з 
утворенням, накопиченням та поширенням радіоактивних елементів, досліджуються мож-
ливості зв’язування таких катіонів (зокрема, цезію та стронцію) у стійкі матриці кальцію 
фосфатів апатитового та вітлокітового типу [10]. В даному випадку передбачається реалі-
зація гетеровалентного заміщення в катіонних підґратках кристалічних структур, що мо-
же бути здійснено в умовах кристалізації багатокомпонентних розплавів, твердофазної вза-
ємодії, а також співосадження з водних розчинів.

У роботі наведено результати дослідження впливу присутності катіонів цезію у водних 
розчинах на формування кальцію фосфатів у системі Сa2+—Cs+—M+—PO4

3–—NO3
– (M+— 

doi: https://doi.org/10.15407/dopovidi2018.11.068
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Вплив катіонів цезію на формування 
фосфатів у водних розчинах системи 
Сa2+—Cs+—M +—PO4

3–—NO3
– (M + — Na+, K+)

Представлено членом-кореспондентом НАН України М.С. Слободяником

Розглянуто особливості впливу катіонів цезію на формування кальцію фосфатів в умовах співосадження 
з водних розчинів системи Сa2+—Cs+—M+—PO4

3–—NO3
– (M+ — Na+, K+) за значень мольних співвідношень 

Са2+/РО4
3– = 1,67; М+/Cs+ = 1,0 та 2,0. Синтезовані зразки досліджено методами порошкової рентгеногра-

фії, ІЧ спектроскопії, сканувальної електронної мікроскопії та елементного аналізу. Встановлено, що в умо-
вах співосадження з водних розчинів катіони цезію сприяють формуванню фази на основі α-Са3(РО4)2.

Ключові слова: складні фосфати, співосадження, ТГ/ДТА, сканувальна електронна мікроскопія. 
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Вплив катіонів цезію на формування фосфатів у водних розчинах системи Сa2+—Cs+—M+—PO4
3–—NO3

–...

Na+ та K+, мольне співвідношення Са2+/РО4
3– = 1,67) в умовах співосадження. Як фосфат-

ну компоненту використано суміш дигідрофосфату цезію з дигідрофосфатом натрію чи 
калію, взятих у мольних співвідношеннях М+/Cs+= 1,0 та 2,0. Синтезовані зразки дослідже-
но методами порошкової рентгенографії, інфрачервоної (ІЧ) спектроскопії, термограві-
метрії і диференціально-термічного аналізу (ТГ/ДТА), сканувальної електронної мікроско-
пії (СЕМ) та енергодисперсійної спектроскопії.

Експериментальна частина. Синтез складнозаміщених кальцію фосфатів здійснюва-
ли методом співосадження з водних розчинів системи Сa2+—Cs+—M+—PO4

3–—NO3
– (M+ — 

Na+, K+) при мольному співвідношенні Са2+/РО4
3– = 1,67 та рН 12. Як вихідні компоненти 

використовували такі речовини: Ca(NO3)2 · 4H2O (“ч. д. а”), CsH2PO4 (“ч. д. а”), NaH2PO4 
(“ч. д. а”) та KH2PO4 (“ч. д. а”). З метою з’ясування впливу різних кількостей катіонів це-
зію на склад одержаних фосфатів змінювали мольне співвідношення М+/Cs+ = 1,0 та 2,0 
у вихідному розчині. Методика експерименту передбачала змішування розчинів, що міс-
тили нітрат кальцію та суміш дигідрофосфатів лужних металів, при рН 12 (досягали до-
даванням розчину аміаку). Одержані аморфні осади фільтрували, промивали на фільтрі 
дистильованою водою до відсутності якісної реакції на нітрат-іон та висушували при 100 °С 
протягом 48 год. В подальшому зразки нагрівали до температури 700 °С та аналізували.

Синтезовані фосфати охарактеризовано з використанням методів: порошкової рент-
генографії (дифрактометр Shimadzu XRD-6000 з графітовим монохроматором, метод 2θ 
безперервного сканування зі швидкостями від 1 °/хв; 2θ = 5,0—80,0°), ІЧ спектроскопії 
(спектрометр “PerkinElmer Spectrum BX” для запресованих зразків у диски з КВr, діапазон 
зйомки 400—4000 см–1), сканувальної електронної мікроскопії (мікроскоп Zeiss Gemini 
1540XB з вбудованим енергодисперсійним рентгенівським аналізатором) та термогравіме-
трії (синхронний ТГ/ДТА аналізатор Shimadzu DTG-60H, зразки нагрівали на повітрі від 
кімнатної температури до 1000 °С зі швидкістю 10 °С/хв, як стандартний матеріал для по-
рівняння використовували α-Al2O3).

Результати і їх обговорення. Вплив катіонів цезію на особливості формування каль цію 
фосфатів в умовах співосадження у водних розчинах системи Сa2+—Cs+—M+—PO4

3–—NO3
– 

Рис. 1. ІЧ спектри зразків, синтезованих у водних розчинах системи Сa2+—Cs+—M+—PO4
3–—NO3

– з моль-
ним співвідношенням М+/Cs+ = 1,0 та 2,0 для M+ — Na+ (криві 1, 3 відповідно) та K+ (криві 2, 4), висушених 
при 100 °С (а) та нагрітих до 700 °С (б)



70 ISSN 1025-6415. Dopov. Nac. akad. nauk Ukr. 2018. № 11

О.В. Лівіцька, Н.Ю. Струтинська, М.С. Слободяник

(M+ — Na+ та K+) досліджували при мольному співвідношенні Са2+/РО4
3– = 1,67, викорис-

товуючи суміш дигідрофосфату цезію з дигідрофосфатом натрію чи калію, взятих у різних 
мольних співвідношеннях М+/Cs+ = 1,0 та 2,0. За даними ІЧ спектроскопії для висушених 
зразків встановлено присутність у їх складі ортофосфатного типу аніона (смуги у частотних 
областях 1000—1100 см–1 (ν1 і ν3) та 560—600 см–1 (ν4), що належать до коливань РО4-тет-
раедрів) та значної кількості сорбованої води (широка смуга в діапазоні 3200—3600 см–1) 

(рис. 1, а). Коливальні моди незначної інтенсивності в частотних областях 1300—1600 та 
850—900 см–1 свідчать про незначну кількість карбонатних груп, що формуються як не-
контрольований допант в умовах співосадження фосфату у водному розчині з рН 12 (див. 
рис. 1, а). Результати термогравіметрії засвідчили, що термічна поведінка синтезованих по-
рошків при їх нагріванні від кімнатної температури до 900 °С не залежить від умов їх одер-
жання (природи лужного металу та співвідношення М+/Cs+) (рис. 2). Загальною закономір-
ністю є зменшення маси до 10 % (мас.) під час їх нагрівання до температури 200 °С, що зу-
мовлена видаленням сорбованої води, а подальше підвищення температури до 900 °С 
призводить до втрати маси ще на 5 % (мас.) (див. рис. 2).

З метою дослідження фазового складу синтезовані фосфати нагрівали до температури 
700 °С протягом години та аналізували методом порошкової рентгенографії. Виявлено, що 
фазовий склад одержаних зразків після нагрівання залежить від співвідношення М+/Cs+ у 

вихідному розчині та природи каті-
она лужного металу (натрій чи ка-
лій) (таблиця, рис. 3).

Встановлено, що монофазний 
каль цію фосфат вітлокітового струк-
турного типу (β-Ca3(PO4)2) фор му-
ється в процесі нагрівання зразка, 
синтезованого в калієвмісному роз-
чині при мольному співвідношенні 
М+/Cs+= 2,0 (див. таблицю, рис. 3, а). 

Умови одержання та фазовий склад зразків 
після нагрівання при 700 °С,одержаних у водних розчинах 
системи Сa2+—Cs+—M +—PO4

3–—NO3
– (M + — Na+ та K+)

Зразок M +
Мольне 

співвідношення
М +/Cs+

Структурний тип фази

1 Na 1,0 α-Са3(РО4)2 + β-Са3(РО4)2

2 K 1,0 α-Са3(РО4)2 + β-Са3(РО4)2

3 Na 2,0 α-Са3(РО4)2 + β-Са3(РО4)2

4 K 2,0 β-Са3(РО4)2

Рис. 2. Термограми зразків, синтезованих у водних розчинах системи Сa2+—Cs+—M+—PO4
3–—NO3

– з моль-
ним співвідношенням М+/Cs+ = 1,0 для M+ — Na+ (а) та K+ (б)



71ISSN 1025-6415. Допов. Нац. акад. наук Укр. 2018. № 11

Вплив катіонів цезію на формування фосфатів у водних розчинах системи Сa2+—Cs+—M+—PO4
3–—NO3

–...

Рис. 3. Рентгенограми зразків, синтезованих у водних розчинах системи Сa2+—Cs+—M+—PO4
3–—NO3

– 
з мольним співвідношенням М+/Cs+ = 2,0 та нагрітих до 700 °С, для M+ — K+ (#00-009-0169) (а), Na+ 
(1 — #00-009-0169 та 2 — #00-029-0359) (б)

Рентгенограму індексовано в тригональній сингонії (просторова група R-3c), а розраховані 
параметри комірки: a = 10,445(8) Å, c = 37,420(4) Å, є дещо більшими за відповідні для 
β-Ca3(PO4)2 (a = 10,429 Å, c = 37,38 Å) [11]. Останнє свідчить про реалізацію гетеровалент-
ного заміщення катіонів кальцію катіонами лужних металів у матриці β-Ca3(PO4)2 (віт ло-
кітового типу). За даними літератури, каркас вітлокітового типу формують оксигенові 
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поліедри катіонів кальцію (СаОх) та РО4-татраедри, а кристалографічна формула 
Ca0,5[Ca10(PO4)7]. При заміщенні катіонів кальцію катіонами лужних металів останні за-
міщують кальцій в одному типі кристалографічних позицій та заселяють порожнинні по-
зиції з формуванням фосфатів загального складу Ca0,5 – хМ2х[Ca10(PO4)7] [12].

Для решти синтезованих зразків виявлено формування суміші фаз на основі α-Са3(РО4)2 
та β-Са3(РО4)2 (вітлокітовий структурний тип) (див. таблицю, рис. 3, б). Слід відзначити, 
що формування фази на основі α-Са3(РО4)2 в умовах співосадження виявлено вперше. 
Раніше повідомлялося, що зазначена фаза є стабільною лише в температурному інтервалі 
1120—1470 °С і нестійкою при кімнатній температурі [13]. Розрахунок параметрів комірки 
для фаз вітлокітового типу виявив, що лише для зразка, синтезованого в натрієвмісному 
розчині з мольним співвідношенням Na+/Cs+ = 2,0, значення є дещо більшими (a = 10,493(1) 
Å, c = 37,331(4) Å) порівняно з відповідними для β-Ca3(PO4)2. Для зазначеного фосфату, 
за даними елементного аналізу, вміст катіонів натрію становить 1,1 % (мас.), тоді як у зразка, 
синтезованого при Na+/Cs+ = 1,0 — лише 0,6 % (мас.). Для зразків, синтезованих у присут-
ності катіонів калію при мольних співвідношеннях К+/Cs+ = 1,0 чи К+/Cs+ = 2,0, вміст остан-
нього становить 0,15 чи 0,8 % (мас.) відповідно. Спільною особливістю для всіх синтезо-
ваних фосфатів є вміст катіонів цезію менше 0,2 % (мас.). При цьому слід відзначити, що зі 
збільшенням кількості катіонів натрію чи калію у вихідному розчині підвищується їх вміст 
у фосфатах, а у випадку катіонів цезію такої закономірності не відмічено. Очевидно, остан-
нє зумовлено істотнішою різницею в іонних радіусах кальцію та цезію. Варто зазначити, 
що збільшення кількості катіонів калію в складі фосфату (синтезованого при К+/Cs+ = 2,0) 
нівелює вплив катіонів цезію (що спричинюють утворення фази на основі α-Са3(РО4)2) та 
сприяє формуванню монофазного фосфату вітлокітового типу.

У наших попередніх дослідженнях [14, 15] показано, що під час утворення кальцію фос-
фатів у водних розчинах у присутності катіонів натрію чи калію формуються виключно 
фази на основі β-Са3(РО4)2 (вітлокітовий структурний тип), що містять різну кількість за-
значених катіонів лужних металів залежно від типу використаного фосфату (орто-, гідро- 
чи дигідрофосфату) лужного металу [14, 15]. Додавання ж цезію у вихідний розчин сприяє 
стабілізації фази на основі α-Са3(РО4)2.

В ІЧ спектрах зразків, які нагрівали до температури 700 °С, смуги в частотних областях 
3200—3600 та 1400—1500 см–1 не виявлені, що свідчить про відсутність сорбованої води та 
карбонатних груп у структурах одержаних фосфатів (див. рис. 2, б).

Рис. 4. Мікрофотографії скануваль-
ної електронної мікроскопії зразків, 
синтезованих у водних розчинах сис-
теми Сa2+—Cs+—M+—PO4

3–—NO3
– з 

мольним співвідношенням М+/Cs+ =
= 1,0 для M+ — Na+ (а) та K+ (б) і 
нагрітих до 700 °С
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За даними сканувальної електронної мікроскопії встановлено, що у всіх випадках 
кальцію фосфати формуються у вигляді керамік з розмірами гранул від 500 до 900 нм 
(рис. 4).

Таким чином, дослідження взаємодії у водних розчинах системи Сa2+—Cs+—M+—PO4
3–—

NO3
– (M+ — Na+ та K+, мольні співвідношення Са2+/РО4

3– = 1,67, М+/Cs+ = 1,0 та 2,0) ви-
явило вплив катіонів цезію на особливості формування кальцію фосфатів, що виявляє ться 
у стабілізації фаз на основі α-Са3(РО4)2. Встановлено, що у випадку каліє-цезіє вмісної сис-
теми збільшення кількості катіонів калію сприяє утворенню фосфату вітлокітового струк-
турного типу Ca0,5 – х(K/Cs)2х[Ca10(PO4)7]. Одержані результати свідчать про те, що в умо-
вах співосадження формуються кальцію фосфати, що містять лише незначну кількість каті-
онів цезію (до 0,2 % (мас.)).
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ВЛИЯНИЕ КАТИОНОВ ЦЕЗИЯ НА ФОРМИРОВАНИЕ 
ФОСФАТОВ В ВОДНЫХ РАСТВОРАХ СИСТЕМЫ 
Сa2+—Cs+—M +—PO4

3–—NO3
– (M + — Na+, K+)

Рассмотрены особенности влияния катионов цезия на формирование кальция фосфатов в условиях соо-
саждения из водных растворов системы Сa2+—Cs+—M+—PO4

3–—NO3
– (M+ — Na+, K+) при значениях 

мольных соотношений Са2+/РО4
3– = 1,67; М+/Cs+ = 1,0 и 2,0. Синтезированные образцы исследованы ме-

тодами порошковой рентгенографии, ИК спектроскопии, сканирующей микроскопии и элементного ана-
лиза. Установлено, что в условиях соосаждения из водных растворов катионы цезия способствуют фор-
мированию фазы на основе α-Са3(РО4)2.

Ключевые слова: сложные фосфаты, соосаждение, ТГ/ДТА, сканирующая электронная микроскопия.
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INFLUENCE OF CESIUM CATIONS ON THE FORMATION 
OF PHOSPHATES IN AQUEOUS SOLUTIONS OF THE SYSTEM 
 Сa2+—Cs+—M+—PO4

3–—NO3
– (M+ — Na+, K+)

Peculiarities of the influence of cesium cations on the formation of calcium phosphates at the coprecipita-
tion from aqueous solutions of the systems Сa2+—Cs+—M+—PO4

3–—NO3
–  (M+ — Na+, K+) (at the molar ratios 

Са2+/РО4
3– = 1.67; М+/Cs+ = 1.0 and 2.0) have been investigated. The samples have been characterized using 

the powder X-ray diffraction method, FTIR-spectroscopy, scanning electron microscopy, and elemental ana lisys. 
It is found that cesium cations cause the formation of phases based on α-Са3(РО4)2 at the precipitation from 
aqueous solutions.

Keywords: complex phosphates, coprecipitation, TG/DTA, scanning electron microscopy.
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Різні класи поліуретанових еластомерів: лінійні, термопластичні, пористі, а також ли-
варні та ін., знайшли застосування в багатьох галузях економіки як покриття, клеї, волокна, 
конструкційні елементи, медичні пристрої тощо [1].

Поліуретани (ПУ) характеризуються широким спектром фізико-механічних властивос-
тей та високою хімічною стійкістю. Особливий інтерес викликають іономерні термоплас-
тичні ПУ на водній основі, які завдяки їх екологічній безпеці, високим колоїдно-хімічним, 
фізико-механічним і технологічним властивостям, зокрема гідрофільному характеру, є по-
тенційно деградуючими і такими, що дає змогу доводити їх властивості до конкретних ви-
мог користувачів.

Ключем до різноманітності ПУ є природа та молекулярні характеристики реагентів, а 
саме поліолу й ізоціанату. Поліоли, які застосовують у виробництві ПУ в даний час, як пра-
вило, мають нафтохімічне походження. У зв’язку з виснаженням запасів нафтосировини та 
підвищенням її вартості останім часом набуває сили тенденція до використання більш ста-
більної, екологічно безпечної сировини, що означає відмінну можливість для застосування 
як поліолів або виготовлення останніх з поновлюваної сировини, такої як рослинні олії, які 
поступово завойовують ринок ПУ [2—5]. Для створення ПУ найширше використовується 
рицинова олія (РО), оскільки вона має у своєму складі гідроксильні групи [6]. Протягом 
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Аніоноактивні поліуретани з підвищеним 
вмістом відновлюваної сировини

Аніоноактивні поліуретани, здатні до деградації за умов довкілля, було синтезовано на основі модифікова-
них реакційноздатних олігомерів, отриманих реакцією гліцеролізу пальмової та соєвої олій без використан-
ня шкідливих реагентів, а також натуральної рицинової олії та екзополісахариду ксантану. Масова частка 
вмісту натуральних компонентів у синтезованих поліуретанах становить 70 %. Досліджено взаємозв’язок 
компонентного складу ксантанвмісних поліуретанів на основі різних рослинних олій та колоїдно-хімічних 
властивостей дисперсій, фізико-механічних, термічних властивостей плівок і їх здатності до деградації.

Ключові слова: аніоноактивні поліуретани, ксантан, рослинні олії, деградація.
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останніх років розроблено способи хімічної модифікації рослинних олій. Це відкрило шлях 
для отримання функціональних гідроксилвмісних похідних рослинних олій, які викорис-
товують як поліоли в синтезі ПУ [7—9].

Найдешевша і найпоширеніша серед рослинних олій у світі, у тому числі в Україні, це 
пальмова олія (ПО), яка рекламується не лише як харчовий продукт, а й як відновлювана 
сировина для промислового виробництва поліолів і ПУ [10]. ПО складається з ∼ 95 % три-
гліцеридів та інших компонентів, таких як дигліцериди, і характеризується збалансованою 
насиченістю (∼50/50 % насичених/ненасичених вуглеводнів). Однак через відносно ви-
сокий рівень насичення ПО важче піддається хімічній модифікації порівняно з сильно не-
насиченими оліями, наприклад соєвою олією (СО) [11].

Часто в процесі модифікування рослинних олій утворюються побічні продукти реакції, 
що вимагає додаткових енергетичних затрат на їх видалення та очищення готового продук-
ту [12]. Логічнішим є метод отримання гідроксилвмісних реакційноздатних олігомерів на 
основі рослинних пальмової та соєвої олій реакцією гліцеролізу. Це дає змогу уникнути 
використання шкідливих реагентів і передбачає безвідходне отримання гідроксилвмісних 
реакційноздатних олігомерів.

Вміст природного компонента та гідрофільність полімеру, як було показано раніше 
[13], значно впливають на його здатність до деградації за умов довкілля.

Метою дослідження було створення аніоноактивних поліуретанів (АПУ) з підвищеним 
вмістом складової природного походження, що одночасно містять у складі макроланцюга 
збільшену кількість рослинної олії (функціоналізованих пальмової та соєвої і немодифі-
кованої рицинової), а також ксантану (Кс), позаклітинного полісахариду бактерії Xantho-
monas campestris. Введення таких складових замість їх “нафтохімічних аналогів” за нормаль-
них умов використання поліуретанових матеріалів може спричинити як деяке зниження 
їхніх експлуатаційних властивостей, так і їх підвищення, але в обох випадках сприятиме 
процесу деградації ПУ-матеріалів за умов довкілля після закінчення терміну їх викорис-
тання. Все це гарантує отримання екологічно безпечних і економічно доцільних плівкот вір-
них АПУ, що здатні до деградації, у тому числі методом компостування.

Водну дисперсію іономерного ПУ з вмістом 45 % (мас.) рицинової олії (AПУ/РО45) 
отримували аналогічно [13].

Ксантанвмісний іономерний поліуретан АПУ/РО45/Кс25 було синтезовано на базі 
АПУ/РО45 шляхом введення Кс у вигляді сухого порошку (“Sigma”, (C35H49O29)n, 
MM 2000000—50000000) у кількості 25 % сухого залишку на стадії подовження ланцюга [14].

Гідроксилвмісні реакційноздатні олії (ГРО) отримували реакцією гліцеролізу пальмо-
вої та соєвої олій за надлишку гліцерину в середовищі сухого аргону (Т = 230 °С, τ = 45 хв, 
каталізатор — CaO). Продукти реакції розчиняли в діетиловому ефірі, промивали розчином 
HCl і дистильованою водою. Розчини гідроксилвмісних рослинних олій (в подальшому ПО 
та СО) сушили над безводним Na2SO4 до повного видалення розчинника [15]. Було отрима-
но АПУ на основі ПО та СО з вмістом 45 % (мас.) олії (АПУ/ПО45, АПУ/СО45) і АПУ на 
основі цих ГРО та Кс (АПУ/ПО45/Кс25, АПУ/СО45/Кс25). Сумарний вміст природних ком-
понентів становить 70 %.

Як об’єкт порівняння синтезовано AПУ-матрицю, що не містить натуральних компо-
нентів. Властивості отриманих дисперсій та плівок наведено в табл. 1.
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У зразках АПУ, систезованих на основі РО і модифікованих ПО та СО як компонентів 
олігомерної складової, виявлено збільшення розмірів частинок (rсер) дисперсій порівняно з 
АПУ-матрицею. Середній розмір частинок в АПУ/РО45 становить 587 нм, в АПУ/ПО45 — 
127 нм, в АПУ/СО45 — 228 нм. Це пояснюється відмінністю стеричних розмірів молекул 
олій, які розташовуються в послідовності: РО > ПО > СО, що певною мірою впливає на 
розмір частинок дисперсій.

Зазначимо, що таке збільшення розміру частинок не впливає на стійкість дисперсій і, 
отже, на формування плівок. Вочевидь, гідрофобні вуглеводневі ланцюжки рослинних олій 
зумовлюють пухку структуру міцел, збільшуючи їх розмір, у результаті чого макромоле-
кули АПУ, розвертаючись, спричиняють підвищення ступеня дисоціації своїх іоногенних 
груп, що перешкоджає агрегації частинок. Введення Кс у макромолекулярний ланцюг при-
водить до подальшого збільшення розміру частинок за рахунок великих стеричних розмірів 
молекул Кс. рН дисперсій на основі модифікованих і немодифікованої рослинних олій 
зсувається в лужний діапазон внаслідок участі залишків кислотних груп олій у реакціях 
солеутворення з ТЕА. Після введення Кс рН дисперсій дещо знижується за рахунок наяв-
ності в Кс значної кількості кислих піровиноградних циклів.

Міцність (σ) та еластичність (ε) плівок на основі підвищеного вмісту рослинних олій 
погіршується порівняно з АПУ-матрицею (див. табл. 1) внаслідок порушення системи вод-
невого асоціювання, пов’язаного з утворенням просторової полі(естер)уретанової струк-
тури, що підтверджується даними ІЧ спектроскопії [13], а саме: смуга поглинання асо-
ційованих карбонілів перевищує таку в неасоційованих і на смузі ν(С—О—С) з’являється 
низькочастотне плече, що свідчить про водневе асоціювання гнучкосегментної складової 
АПУ з вільними ОН-групами олії.

З введенням Кс в олієвмісні АПУ значно підвищуються міцнісні показники плівок не-
залежно від природи рослинної олії. У випадку АПУ/РО45/Кс25 міцність плівки підви-
щується в 3,7 раза, а порівняно з АПУ-матрицею — в 3,2 раза. Для АПУ/ПО45/Кс25 ці по-
казники вищі в 3,1 і 1,7 раза відповідно, а для АПУ/СО45/Кс25 — в 2,8 і 2 рази. Причина 
цього полягає в підсиленні міжмолекулярних взаємодій: в ІЧ спектрах спостерігається пе-
рерозподіл інтенсивності смуг зв’язків асоційованих і неасоційованих С=О-груп за рахунок 

Таблиця 1. Властивості водних дисперсій і плівок

Вміст природних сполук 
в АПУ

Властивості 
дисперсій

Властивості плівок

ПО, % РО, % СО, % Кс, % rсер, нм рН σ, МПа ε, % W, %
Гідроліз

КОН/НСl, %
Втрата маси 
в грунті, %

— — — — 71 7,84 7,3 1470 2,6 0,10/0,22 3,0
— 45 — — 315 8,74 6,2 836 4,9 10,7/1,3 5,1
— 45 — 25 594 7,98 23,1 — 323 */6,8 93,2
45 — — — 127 8,12 4,1 493 198 16,4/2,8 10,3
45 — — 25 534 7,42 12,7 61 291 **/7,2 78,2
— — 45 — 228 8,23 5,2 270 168 14,1/1,9 9,4
— — 45 25 568 8,13 14,3 60 292 **/6,3 82,3

* Зразки плівок зруйнувалися частково. ** Повне руйнування плівок.
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їх асоціювання водневим зв’язком з ОН-групами Кс. Втрата еластичності Кс-вмісними 
плівковими матеріалами зумовлена зниженням питомої ваги гнучкосегментної частини в їх 
складі та стеричними перешкодами жорстких об’ємних молекул Кс. У разі значного під-
вищення вмісту Кс у полімерних системах плівки стають жорсткими і крихкими, що в ряді 
випадків не дало можливості виміряти їх відносне подовження.

Водопоглинання визначається ступенем гідрофобності/гідрофільності поверхні полі-
меру та щільністю пакування його макромолекул. Водопоглинання плівок (W, за 24 год), що 
містять Кс, незалежно від типу рослинної олії, значно перевищує цей показник АПУ-матриці 
за рахунок наявності вільних полярних фрагментів у їх складі (карбоксильних і гідроксиль-
них), що надає зразкам підвищеної гідрофільності, а отже, і здатності до розкладання за 
умов довкілля.

Результати кислотного та лужного гідролізу в модельних середовищах показали вплив 
збільшеного вмісту модифікованих ПО і СО в макроланцюзі АПУ на підвищену схильність 
зразків до лужного гідролізу (див. табл. 1), а наявність Кс у цих зразках обумовлює навіть 
фрагментацію плівок. Втрата маси в результаті кислотного гідролізу Кс-вмісних плівок та-
кож перевищує ці показники олієвмісних плівок і значною мірою АПУ-матриці, що свід-
чить про підвищену схильність Кс-вмісних плівок до розкладання за природних умов за-
вдяки вбудовуванню Кс у структуру АПУ. Втрата маси при інкубуванні зразків у грунт на 
6 міс. досягає максимального значення 93,2 % у випадку використання Кс і немодифіко-
ваної РО олії, що в 1,3 раза перевищує сумісний вміст цих природних компонентів у поліме-
рі. У зразках АПУ/ПО45/Кс25 і АПУ/СО45/Кс25 втрата маси становить 78,2 і 82,3 % від-
повідно, що також вище загального вмісту природних складових. Тобто спостерігається си-
нергічний ефект прискорення процесу деградації. Відбувається фрагментування полімеру, 
до структури якого включені природні компоненти, а не вимивання незв’язаної з макролан-
цюгом речовини.

З метою оцінки впливу підвищеного вмісту поновлюваної природної сировини на тер-
мічні властивості АПУ було проведено термогравіметричні дослідження отриманих зразків 
на прикладі РО та ПО шляхом динамічного термогравіметричного аналізу на деривато-
графі системи Паулік—Паулік—Ердеї в атмосфері повітря зі швидкістю зростання темпе-
ратури 10 °С/хв у інтервалі температур Ткімн — 800 °С. Наважки АПУ в керамічному тиглі 
становили 100 мг. Чутливість каналів: ДТГ — 1 мкВ, ТГ — 500 мкВ. Дані наведено на ри-
сунку і в табл. 2.

Таблиця 2. Дані термоокиснювальної деструкції

Зразок

Температура та втрата маси (%) 
зразком, оС Тм, °С

Втрата маси 
за Тм, %

Тп, °С Тз °С

5 % 10 % 20 % 50 % 80 %

АПУ 269 306 359 411 435 415 54 245 572
АПУ/РО45 279 315 356 413 441 417 54 250 578
АПУ/ПО45 236 271 319 413 444 (319)424 (20)60 196 584
АПУ/РО45/Кс25 218 249 289 411 454 (258)418 (12)56 100 660
АПУ/ПО45/Кс25 216 247 275 414 457 (256)418 (13)53 113 700



80 ISSN 1025-6415. Dopov. Nac. akad. nauk Ukr. 2018. № 11

Т.В. Травінська, О.М. Брикова, Ю.В. Савельєв, Є.В. Лебедєв

Наявність РО в макроланцюзі майже не впливає на хід кривої втрати маси (ТГ) по-
рівняно з АПУ-матрицею, навіть трохи підвищує термостійкість на початковій стадій де-
струкції (див. рисунок, а, криві 1, 2). У свою чергу, за наявності в макроланцюзі ПО (див. 
рисунок, б, криві 1, 2) значно знижується температура початку деструкції, а саме на 49 °C, 
і прискорюється втрата маси на першій стадії в інтервалі температур 200—400 °С (див. 
табл. 2). Так, зразок АПУ/ПО45 втрачає 5, 10 і 20 % маси при температурах, нижчих порів-
няно з АПУ-матрицею та АПУ/РО45 у середньому на 38, 39 і 38,5 °C відповідно. При темпе-
ратурі максимальної швидкості деструкції (Тм) зразки АПУ-матриці та АПУ/РО45 втра-
чають 54 % маси (415, 417 °C), тоді як АПУ/ПО45 — 60 % (424 °C) (див. рисунок, а, б, криві 
ДТГ 1′, 2′). Також про прискорення швидкості деструкції АПУ/ПО45 свідчить поява на 
кривій ДТГ додаткового піка при температурі 319 °C, який відсутній на дериватограмах 
АПУ-матриці й АПУ/РО45.

За наявності Кс, незалежно від типу рослинної олії, значно знижується термостій-
кість як АПУ/РО45/Кс25, так і АПУ/ПО45/Кс25 (див. рисунок, криві 3′). При температурі 
до 280 °C швидкість термоокиснювальної деструкції АПУ пропорційна швидкості дифузії 
кисню  до об’єму полімеру, що, в свою чергу, визначається ступенем щільності його макро-
молекул. Наявність у Кс великої кількості гідроксильних груп спричиняє зниження щіль-
ності пакування макромолекул і, відповідно, температури початку деструкції (Тп) Кс-вміс-
них полімерів порівняно з АПУ-матрицею на 145 і 132 °C, а порівняно з АПУ/РО45 і 
АПУ/ПО45 — на 150 і 83 °С відповідно (див. табл. 2).

У температурному інтервалі 60—150 °С Кс-вмісні зразки інтенсивно втрачають масу за 
рахунок втрати сорбційної води. З підвищенням температури процес деструкції прискорю-
ється і оліє/ксантанвмісні зразки втрачають 5, 10 та 20 % маси за умов значно нижчих тем-
ператур порівняно з АПУ-матрицею, АПУ/РО45 і АПУ/ПО45 (див. табл. 2). Про прискорен-
ня процесів деструкції на першій стадії (200—350 °С) свідчить і поява на кривих ДТГ (див. 
рисунок, криві 3′) додаткових піків 258 °С (АПУ/РО45/Кс25) і 256 °С (АПУ/ПО45/Кс25). 
За умов впливу цих температур зразки втрачають 12 і 13 % маси відповідно. Отже, проведе-
ні термічні дослідження підтверджують зниження термостійкості оліє/ксантанвмісних 

Криві диференціального термогравіметричного аналізу ТГ (1, 2, 3) та ДТГ (1′, 2′, 3′): 
а — АПУ (1), АПУ/РО45 (2), АПУ/РО45/Кс25 (3); б — АПУ(1), АПУ/ПО45 (2), 
АПУ/ПО45/Кс25 (3)
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зразків, що є додатковим важелем впливу натуральних компонентів на здатність полімерів 
деградувати за умов довкілля після закінчення терміну їх використання.

Проведені дослідження показали, що використання природних компонентів дає мож-
ливість регулювати властивості кінцевого полімеру. Так, наявність Кс підвищує міцнісні 
характеристики плівок порівняно з АПУ-матрицею на основі традиційної нафтосировини 
в 2,8 раза (АПУ/РО45/Кс25) та в 1,7 і 1,9 раза (АПУ/СО45/Кс25 і АПУ/ПО45/Кс25) відпо-
відно. Результати гідролітичних досліджень у модельних середовищах виявили, що втрата 
маси в лужному середовищі олієвмісних АПУ значно вища порівняно з АПУ-матрицею. 
Що стосується зразків з двома природними компонентами — рослинними оліями і Кс, то 
вони взагалі зруйнувалися внаслідок лужного гідролізу.

Отже, створено аніоноактивні поліуретани з підвищеним до 70 % вмістом поновлюва-
ної сировини, а саме модифікованих пальмової та соєвої і немодифікованої рицинової 
природних олій та екзополісахариду ксантану, що дає змогу, по-перше, контролювати їхні 
експлуатаційні властивості залежно від призначення і, по-друге, певною мірою знизити 
використання нафтосировини, що сприятиме покращенню стану довкілля за рахунок здат-
ності цих систем до розкладання під впливом факторів навколишнього середовища після 
закінчення терміну їх використання.

Таким чином, регулюючи природу та вміст поновлюваної сировини, можна контро-
лювати властивості і процеси деградації екологічно безпечних і економічно доцільних біо-
деградуючих і здатних до компостування плівкотвірних іономерних ПУ.
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АНИОНОАКТИВНЫЕ ПОЛИУРЕТАНЫ С ПОВЫШЕННЫМ 
СОДЕРЖАНИЕМ ВОЗОБНОВЛЯЕМОГО СЫРЬЯ

Анионоактивные полиуретаны, разлагающиеся в условиях окружающей среды, синтезированы на основе 
модифицированных реакционных олигомеров, полученных реакцией глицеролиза пальмового и соевого 
масел без использования вредных реагентов, а также натурального касторового масла и экзополисахарида 
ксантана. Массовая доля содержания натуральных компонентов в синтезированных полиуретанах состав-
ляет 70 %. Исследована взаимосвязь компонентного состава ксантансодержащих полиуретанов на основе 
различных растительных масел и коллоидно-химических свойств дисперсий, физико-механических, тер-
мических свойств пленок и их способности к деградации.

Ключевые слова: анионоактивные полиуретаны, ксантан, растительные масла, деградация.
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ANION-ACTIVE POLYURETHANES WITH INCREASED 
CONTENT OF RENEWABLE RAW MATERIALS

Anionic polyurethanes (APU) degradable under environmental conditions have been synthesized on the basis 
of modified reactive oligomers produced by the glycerolysis reaction of palm (PO) and soybean (SO) oils with-
out the use of harmful reagents, as well as natural castor oil (CO) and exopolysaccharide Xanthan (Xa). The mass 
fraction of natural components in synthesized polyurethanes amounts 70 %. The relationship between the 
component composition of Xa-containing polyurethanes on the basis of different vegetable oils and colloi dal-
chemical properties of dispersions, physico-mechanical and thermal properties of the films, and their ability to 
the degradation have been investigated.

Keywords: anion-active polyurethanes, xanthan, vegetable oils, degradation.
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ОПОВІДІ
НАЦІОНАЛЬНОЇ 
АКАДЕМІЇ  НАУК
УКРАЇНИ

МЕДИЦИНА

Заболеваемость раком грудной железы (РГЖ) занимает ведущее место в мире среди жен-
ского населения, при этом смертность лиц трудоспособного возраста от РГЖ составляет 
24,3 %. Одним из этиологических экзогенных факторов его развития являются ионизи-
рующие излучения. Особенную остроту эта проблема приобрела в связи с Чернобыльской 
катастрофой и не утратила ее вследствие масштабности радиоактивного загрязнения тер-
риторий Украины [1]. Частота заболеваний РГЖ у женщин, проживающих на более загряз-
ненных радионуклидами территориях, за 15 лет повысилась по сравнению с регистрируе-
мой на менее загрязненных территориях. К первостепенным мероприятиям по снижению 
заболеваемости и смертности от РГЖ относят профилактику и раннюю диагностику пре-
допухолевых заболеваний грудной железы (фиброаденоматоз и другие формы с высоким 
риском малигнизации). С учетом радиочувствительности тканей этого органа [1, 2] прио-
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Влияние меланин-глюканового комплекса 
на радиочувствительность клеток больных 
с предопухолевой патологией грудной железы
Представлено академиком НАН Украины В.Ф. Чехуном

Приведены результаты исследования влияния меланин-глюканового комплекса (МГК) на радиочувстви-
тельность лимфоцитов крови больных с предопухолевой патологией грудной железы в зависимости от 
концентрации препарата. Использована тест-система лимфоцитов периферической крови с метафазным 
анализом аберраций хромосом (24 наблюдения). Показано, что МГК влияет на радиочувствительность 
клеток крови больных, снижая уровень индуцированных аберраций хромосом, в том числе лучевых маркеров. 
Наиболее эффективно радиозащитное действие МГК проявляется при концентрации препарата 2,0 мкг/мл 
крови. С учетом его антиоксидантных свойств полученные данные аргументируют существенную роль 
оксидативного статуса клеток в формировании их хромосомной нестабильности.

Ключевые слова: радиочувствительность, меланин-глюкановый комплекс, предопухолевая патология, лим-
фоциты, аберрации хромосом, нестабильность генома.
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ритетными являются клинико-экспериментальные исследования, направленные на разра-
ботку и использование препаратов, повышающих их резистентность к воздействию иони-
зирующей радиации.

Нестабильность генома и канцерогенез. Согласно современным представлениям, оп-
ре деляющую роль в инициации радиационного канцерогенеза играет нестабильность ге-
нома. Идентичность механизмов цитогенетических эффектов и онкогенной трансформации 
в области действия низких уровней ионизирующей радиации свидетельствует в пользу это-
го положения. “Рак — генетически детерминированное заболевание, возникающее вслед-
ствие нарушения нормальной регуляции роста клеток под влиянием разнообразных мута-
ций” [3]. При этом превращение доброкачественной опухоли в злокачественную сопряжено 
с повышенной генетической нестабильностью, что предполагает индукцию дополнитель-
ных мутаций (табл. 1) [4, 5]. Ионизирующие излучения относят к наиболее сильным имму-
нодепрессантам и полным канцерогенам, которые способны реализовывать свой неопласти-
ческий потенциал на всех этапах опухолевого процесса. Участие ионизирующих излучений 
может выражаться также в осуществлении одного из этапов канцерогенеза. Злокачественная 
трансформация клеток обнаруживается уже при дозах менее 0,3 сГр, что незначительно пре-
вышает уровень радиационного фона [6]. Таким образом, ионизирующая радиация может 
инициировать и вызывать возникновение новых опухолей и/или ускорять процессы зло-
качественной трансформации клеток, развитие которых вначале не было связано с облуче-
нием [7]. Отсюда важным являются поиск и применение модификаторов, усиливающих 
радиорезистентность генома, в первую очередь клеток, высокочувствительных к действию 
ионизирующих излучений и других мутагенов. В соответствии с законом Бергонье и Три-
бондо, чем выше способность клеток к размножению, тем они более радиочувствительны. 
Исключение составляют лимфоциты периферической крови (ЛПК), которые, находясь в 
периферическом пуле крови в стадии покоя (G0), проявляют чрезвычайно высокую радио-
чувствительность. Поэтому наилучшей радиобиологической основой для исследования мо-
дификаторов с целью повышения резистентности клеток человека к облучению является 
тест-система ЛПК с метафазным анализом аберраций хромосом [1].

Модифицирующее влияние меланин-глюканового комплекса на частоту и спектр 
радиационно-индуцированных аберраций хромосом в лимфоцитах крови больных с пре-
допухолевой патологией грудной железы. В качестве модификатора радиочувствительно-
сти соматических клеток человека особого внимания заслуживает меланин-глюкановый 
комплекс (МГК), в состав которого входят меланиновые пигменты грибного происхожде-
ния, выступающие в роли радиопротектора, и глюканы, характеризующиеся большим коли-
чеством парамагнитных центров [8—10]. Такой состав МГК обусловливает его антиокси-
дантные свойства, нейтрализацию свободных радикалов, снижение уровня пероксидного 
окисления, предупреждение развития радиационно-индуцированных повреждений клеточ-
ных мембран, а также генопротекторное действие на уровне ДНК. Ранее группой украин-
ских исследователей было показано, что сочетание мощных противолучевых свойств дан-
ного радиомодификатора способствует снижению интенсивности оксидативного стресса в 
условиях хронического облучения экспериментальных животных в малых дозах [11—14].

Нами впервые выполнено исследование влияния МГК на радиочувствительность не-
малигнизированных клеток больных с предопухолевой патологией грудной железы (ППГЖ). 
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Использована тест-система ЛПК с метафазным анализом аберраций хромосом в облучен-
ных клетках (24 наблюдения). Культивирование ЛПК, приготовление цитогенетических 
препаратов, метафазный анализ равномерно окрашенных хромосом наиболее детально 
описан в работе [15]. В качестве митогена лимфоцитов использовали фитогемагглютинин 
(форма М, “Gibco Invitrogen”, США). МГК в концентрации 2,0—10,0 мкг/мл крови вводили 
перед облучением, которое осуществляли на рентгеновской установке РУМ-17 в На цио-
нальном институте рака. Условия облучения культуры клеток: мощность дозы 0,89 Гр/мин, 
сила тока 10 мА, напряжение 180 кВ, фильтр 0,5 Cu + 1 Al в G0-периоде клеточного цикла. 
Доза облучения составляла 2,0 Гр.

На первом этапе исследования влияния МГК на радиационно-индуцированные цитоге-
нетические эффекты в лимфоцитах крови больных с ППГЖ изучен спонтанный (контроль-
ный) уровень аберраций хромосом, а также их спектр. Значения цитогенетических показа-
телей (процент клеток с аберрациями хромосом, общая частота аберраций хромосом/100 ме-
тафаз, частота аберраций хроматидного и хромосомного типов, фрагментов и обменов) 
отражены в табл. 2.

Показано, что частота аберрантных клеток, общая частота аберраций хромосом, в том 
числе хромосомных обменов, достоверно превышают значения среднепопуляционного по-
казателя (1,5—1,7 %) и в 4 раза — верхнюю границу нормы данных показателей (3 %). При 
этом частота аберраций на одну аберрантную клетку превышает 1. Наиболее распростра-

Таблица 1. Этапы канцерогенеза [5]

Этап Описание этапа

Инициация Метаболическая активация ксенобиотиков с образованием конечных высокоактивных 
канцерогенов, действующих как УФ- и ионизирующая радиация на ДНК клеток-мишеней 
(генотоксический и окислительный стрессы). Под влиянием активации онкогенов клетка 
приобретает необратимые изменения (1—3 специфические мутации). Инициированная 
(трансформированная) клетка неотличима морфологически от нормальной. Неуловимые 
фенотипические изменения проявляются лишь после образования клеточного клона: 
ускоренный рост, нарушения формы ядер, продукция АКТГ мелкоклеточным раком брон-
хов. Агенты-инициаторы действуют непосредственно на ДНК (канцерогены, ксенобиоти-
ки, радиация). Активные формы кислорода прямо атакуют азотистые основания и дезок-
сирибозу ДНК или опосредованно — через токсические альдегиды

Промоция Процесс ускоренной пролиферации опухолевого клона, с образованием под влиянием 
окислительного стресса доброкачественной опухоли, на первом этапе обратимый, на вто-
ром — необратимый (возникновение дополнительных мутаций). В эксперименте на мышах 
классическими промоторами являются форболовые эфиры компоненты кротонового мас-
ла для кожи, сахарин — для мочевого пузыря, фенобарбитал — для печени. В качестве про-
моторов могут выступать полиамины (спермидин) и другие стимуляторы пролиферации

Прогрессия Превращение доброкачественной опухоли в злокачественную сопряжено с увеличенной ге-
нетической нестабильностью, значительным ускорением роста, инвазивностью (способ-
ностью прорастать через базальные мембраны в соседние здоровые ткани и в кровоток), 
возникновением метастазов. Генетическая нестабильность ассоциирована с раковой про-
грессией, мутациями онкогенов и тумор-супрессорных генов, например р53. Возникает 
сеть взаимодействующих онкогенов и супрессоров, определяющая множественность пу-
тей канцерогенеза
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ненный тип аберраций представлен одиночными и парными фрагментами. Все аберрации 
хроматидного типа относятся к делециям и изоделециям, т. е. к акроцентрикам (7,5 абер-
раций/100 метафаз). Согласно современным представлениям, на базе аберраций тако го 
типа происходит формирование несбалансированного набора хромосом, т. е. сме щение ге-
нетического материала и изменение его количественного состава. Это может ин дуцировать 
формирование злокачественного клона клеток. Под влиянием МГК в концентрации 2 мкг/
мл крови частота этих аберраций снижается до контрольных значений.

Относительно аберраций хромосомного типа, то их среднегрупповая частота состав ляет 
4,5/100 метафаз. В спектре аберраций регистрируются обмены хромосомного типа, т. е. 
лучевые маркеры (2/100 метафаз), что значительно превышает величину среднепопуля-
ционного показателя (1/1000 лимфоцитов). Под влиянием МГК независимо от его концен-
трации хромосомные обмены “исчезают” (см. табл. 2). Интересно отметить тот факт, что в 
контрольных культурах лимфоцитов единичных больных регистрируются мультиабер-
рантные клетки — до 6 аберраций хромосом в одной клетке.

Таким образом, предварительные данные цитогенетического обследования больных с 
ППГЖ указывают на нестабильность генома немалигнизированных клеток, проявлением 
которой является дестабилизация их хромосомного аппарата. При этом дополнительное 
воздействие мутагенных факторов на организм больных с указанной предопухолевой пато-

Таблица 2. Влияние меланин-глюканового комплекса  на частоту 
и спектр аберраций хромосом при облучении in vitro лимфоцитов периферической 
крови больных с ППГЖ (среднегрупповые значения показателей; p  0,05)

Вариант
Частота 

аберрантных 
клеток, %

Общая частота 
аберраций 
хромосом /
100 метафаз

Аберрации 
хроматидного 

типа

Аберраци хромосомного типа

Парные 
фрагменты

Обмены Всего

Контроль 9,2 ± 1,06 12,08 ± 3,33 7,5 2,5 2 4,5
2 мкг/мл крови МГК 3,17 ± 1,17 3,17 ± 1,17 2,8 0,3 — 0,3
4 мкг/мл крови МГК 4,57 ± 0,22 4,47 ± 0,22 4,2 0,4 — 0,4
10 мкг/мл крови МГК 6,3 ± 3,7 6,3 ± 3,7 5,6 0,7 — 0,7
Облучение, 2 Гр 16,6 ± 3,7 20,77 ± 4,17 6,6 5 9 14
2 мкг/мл крови МГК + 2 Гр 5,55 ± 1,05 5,5 ± 1,05 2,5 1,8 1,25 3,05
4 мкг/мл крови МГК + 2 Гр 12,03 ± 2,58 14,5 ± 3,83 3,7 7,1 3,5 10,6
10 мкг/мл крови МГК + 2 Гр 11,97 ± 2,7 14,93 ± 4,19 2,6 5,5 6,5 12

Влияние меланин-глюканового комплекса на часто-
ту лу чевых маркеров в лимфоцитах крови больных с 
ППГЖ: 1 — интактный контроль; 2 — облучение в 
дозе 2,0 Гр; 3 — МГК 2,0 мкг/мл крови + облучение в 
дозе 2,0 Гр; 4 — МГК 4,0 мкг/мл крови + облучение в 
дозе 2,0 Гр; 5 — МГК 10,0 мкг/мл крови + облучение в 
дозе 2,0 Гр
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логией будет усложнять генетическую нестабильность и в ряде случаев может служить 
промотором злокачественной трансформации клеток (см. табл. 1).

На втором этапе исследования изучено модифицирующее влияние МГК на радиацион-
но-индуцированные эффекты в ЛПК больных с указанной предопухолевой патологией. 
Установлено, что при введении МГК в культуру ЛПК перед облучением в дозе 2,0 Гр в за-
висимости от концентрации модификатора (2; 4; 10 мкг/мл крови) частота аберраций хро-
мосом снижается приблизительно в 3,8; 2,7 и 1,9 раза соответственно. Таким образом, наи-
более эффективно радиозащитное действие МКГ проявляется, как и в случае спонтанных 
аберраций, при наименьшей исследованной концентрации (2 мкг/мл крови). Важно от-
метить, что это действие происходило за счет аберраций обоих типов. Однако наибольший 
практический интерес вызывает снижение частоты лучевых маркеров (хромосомных об-
менов) приблизительно в 7,2 раза, что указывает на радиопротекторное действие МГК на 
генетическом уровне клеток человека. По нашему мнению, аберрации хромосомного типа 
более значимы для оценки канцерогенного риска по сравнению с хроматидными (инду-
цированные химическими либо вирусными агентами). Наиболее иллюстративно зависи-
мость снижения частоты лучевых маркеров (дицентриков и центрических колец) под вли-
янием радиомодификатора МГК в немалигнизированных клетках больных с ППГЖ пред-
ставлена на рисунке.

Предварительно можно сделать вывод, что препарат МГК влияет на радиочувствитель-
ность лимфоцитов крови больных ППГЖ, способствуя снижению уровня индуцированных 
аберраций хромосом, в том числе за счет лучевых маркеров. Наиболее эффективно радио-
защитное действие МГК проявляется при малых концентрациях препарата (2,0 мкг/мл кро-
ви). С учетом его антиоксидантных свойств полученные цитогенетические данные аргу-
ментируют существенную роль оксидативного статуса клеток в формировании их хромо-
сомной нестабильности.
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ВПЛИВ МЕЛАНІН-ГЛЮКАНОВОГО КОМПЛЕКСУ 
НА РАДІОЧУТЛИВІСТЬ КЛІТИН ХВОРИХ 
З ПЕРЕДПУХЛИННОЮ ПАТОЛОГІЄЮ ГРУДНОЇ ЗАЛОЗИ

Наведено результати дослідження впливу меланін-глюканового комплексу (МГК) на радіочутливість лім-
фоцитів крові хворих з передпухлинною патологією грудної залози залежно від концентрації препарату. 
Використано тест-систему лімфоцитів периферичної крові з метафазним аналізом аберацій хромосом 
(24 спостереження). Показано, що МГК впливає на радіочутливість клітин крові хворих, знижуючи рівень 
індукованих аберацій хромосом, в тому числі променевих маркерів. Найбільш ефективна радіозахисна 
дія МГК виявляється при концентрації препарату 2,0 мкг/мл крові. З урахуванням його антиоксидант-
них властивостей отримані дані аргументують істотну роль оксидативного статусу клітин у формуванні їх 
хромосомної нестабільності.

Ключові слова: радіочутливість, меланін-глюкановий комплекс, передпухлинна патологія, лімфоцити, абе-
рації хромосом, нестабільність геному.

E.A. Domina 1, I.I. Smolanka 2, V.M. Mikhailenko 1

1 R.E. Kavetsky Institute of Experimental Pathology, Oncology 
   and Radiobiology of the NAS of Ukraine, Kiev
2 National Institute of Cancer, Kiev
E-mail: edjomina@ukr.net

INFLUENCE OF THE MELANIN-GLUCAN COMPLEX 
ON THE RADIOSENSITIVITY OF CELLS OF PATIENTS 
WITH PREMALIGNANT PATHOLOGY OF BREAST

The authors present their own results of studying the influence of the melanin-glucan complex (MGC) on the 
radiosensitivity of blood lymphocytes in patients with premalignant pathology of breast, depending on the drug 
concentration. A test system of peripheral blood lymphocytes was used with a metaphase analysis of chromosome 
aberrations (24 observations). It is observed that MGC affects the radiosensitivity of blood cells in patients 
by reducing the level of induced aberrations of chromosomes, including radial markers. The most effective ra-
dioprotective effect of MGC appears at a concentration of the drug of 2.0 μg/ml blood. Given its antioxidant 
properties, these findings confirm the essential role of the oxidative status of cells in the formation of their 
chromosomal instability.

Keywords: radiosensitivity, melanin-glucan complex, premalignant pathology, lymphocytes, chromosome aberra-
tions, genome instability.
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Brain natriuretic peptide (BNP) is used as a marker in the diagnosis of heart failure. ProBNP is 
released in response to the stimulation of ventricular cardiomyocytes and is split into two frag-
ments: the active hormone BNP (32 amino acids) and the inactive N-terminal peptide NT-proBNP 
(76 amino acids). BNP is a physiological antagonist of angiotensin II. So, its release and binding 
to the membrane-bound NPR-A (natriuretic peptide A receptor) mediates natriuresis, vasodi-
latation, renin inhibition, antimitogenesis, anti-ischaemic effects and positive lusitropism via 
cGMP signalling. BNP is degraded by the ectoenzyme neutral endopeptidase and cleared by 
NPR-C receptor, mainly via kidneys [1, 2].

The level of both plasma BNP and NT-proBNP is elevated in patients with left ventricular 
dysfunction. In this case, the contents of BNP and NT-proBNP in the blood plasma significant-
ly correlate with functional classes of chronic heart failure [3].

NT-proBNP is characterized by a longer half-life, better in vitro stability, less biological va-
riability, and higher blood concentrations, than BNP-32. Determining the BNP level in blood 
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NT-proBNP blood levels in patients 
with type 2 diabetes mellitus with anemia 
and after the dapagliflozin treatment
Presented by Corresponding Member of the NAS of Ukraine M.D. Tronko

The content of the brain natriuretic peptide (NT-proBNP) in blood plasma and the activity of 5′-adenosine mono-
phosphate-activated protein kinase (AMPK) in lymphocytes of type 2 diabetes patients with anemia and after 
the treatment with dapagliflozin are determined with enzyme immunoassay. It is shown that the highest level of NT-
proBNP is observed in patients with severe anemia. At the treatment with dapagliflozin, the peptide level was mark-
edly reduced, which may be explained by an increase in the activity of AMPK as a result of the exposure to a hypo-
glycemic drug. It is suggested that the treatment with dapagliflozin may have a positive effect on complications of 
type 2 diabetes associated with cardiovascular pathologies.

Keywords: type 2 diabetes, anemia, NT-proBNP, dapagliflozin, AMPK.
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helps to assess the severity of chronic heart failure, to predict the further development of the 
disease, and to evaluate the effect of the therapy [1].

Materials and methods. The study was conducted in the diabetology department of the 
Institute. All patients signed the informed consent to conduct the further diagnostic and research 
study. Immediately after the collection, blood was diluted in phosphate buffer saline (PBS) 1 : 1, 
then layered onto 3 ml of Histopaque 1077 (Sigma, USA), centrifuged in a bucket-rotor at 400 g 
for 30 min. The lymphocytes collected were washed with PBS and frozen at −80 °C until use. The 
cells were lysed in the extraction buffer with inhibitors of proteases and phosphatases.

Fig. 1. Calibration curve for the NT-proBNP concentration determination

Fig. 2. Amount of NT-proBNP in the blood of patients with type 2 diabetes. 1 — with severe anemia; 2 — mild 
anemia; 3 — before the dapagliflozin treatment; 4 — after the dapagliflozin treatment. * — differences between 
groups 1 and 2 are significant, P < 0.05; + — differences between groups 3 and 4 are significant, P <0.05. M ± SD, 
n = 6 ÷ 8

AMPK activity in patients with diabetes mellitus before and after the treatment 
with hypoglycemic agents, metformin and dapagliflozin

No. Groups of patients
Phospho-AMPK, 

mkg/mg of protein
% to control

1 Control 0.0178 ± 0.0039* 100
2 T2D before treatment 0.0095 ± 0.00048+ 53.4
3 Metformin 0.0322 ± 0.0078+* 180.7
4 Dapagliflozin 0.0642 ± 0.0076+*× 360.7
5 Metformin + dapagliflozin 0.0807 ± 0.0058+*× 453.4

Notes . Control group (1) comprised individuals who did not have diabetes mellitus, representative by age; 2 — 
patients with type 2 diabetes before the start of hypoglycemic therapy; 3 — patients with T2D who received 
generic metformin 1000 mg twice a day as monotherapy; 4 — patients with T2D, receiving dapagliflozin 
in a daily dose of 10 mg as monotherapy; 5 — patients with T2D on combined therapy (metformin and dapa-
gliflozin).

M ± SD, n = 2 ÷ 7; + — differences from control (1) are significant, P < 0.05; * — differences from control (1) 
and from patients with diabetes before treatment (2) are significant, P < 0.05; × — differences from the metform-
in effects (3) are significant, P < 0.05
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NT-proBNP was determined using an enzyme-linked immunosorbent assay (ELISA) kit 
SK-1204 (Biomedica, Austria). To determine the amount of phospho-AMPK (phospho-threo-
nine 172), an ELISA kit ab154468 (Abcam, UK) was used. The studies were carried out in trip-
lets. The protein concentration in blood plasma and cell lysate was determined using a Novagen 
(USA) BCA protein assay kit. The measurements were carried out on a microplate reader (Bio-
tek Instruments, USA) at a wavelength of 450 (NT-proBNP) or 600 (AMPK) nm.

To get the calibration curve for the AMPK determination (not shown), a kidney cell culture 
HEK293T of human embryonic kidney was used, which is recommended by the manufacturer as 
a positive control.

The calibration curve for the NT-proBNP determination perfectly coincides with the theo-
retical line, which indicates no scattering of data (Fig. 1).

The results of studies are presented as M ± SD, n = 2 ÷ 8. To compare the data groups, Student's 
t-test was used. Values of P  0.05 were considered as significant.

Results and their discussion. As can be seen from Fig. 2, the highest level of NT-proBNP is 
observed in the blood of patients with type 2 diabetes (T2D) and severe anemia. With mild ane-
mia, the amount of peptide is more than two times lower. In the dapagliflozin-treated patients 
with type 2 diabetes, the levels of NT-proBNP were additionally lower by 42 %.

Anemia is defined as a reduction of the hemoglobin concentration in blood, which conse-
quently reduces the oxygen-carrying capacity of red blood cells. Anemia of chronic diseases such 
as diabetes, cancer, renal and heart failures is the most common cause for low hemoglobin [4, 5]. 
Anemia is commonly observed in subjects with diabetes mellitus. It was demonstrated that ane-
mia is linked to an increased risk of a hypoxia-induced organ damage including cardiovascular 
events and mortality [6].

Dapagliflozin is a powerful (inhibition constant of 0.55 nM), selective, and reversible inhibi-
tor of the sodium/glucose cotransporter 2 (SGLT2) responsible for the reabsorption of glucose in 
the proximal tubules of kidney [7].

AMPK controls the energy balance of cells. With type 2 diabetes and obesity, its activity de-
creases, and the activity of protein kinases mTORC1/p70S6K increases, leading to the pho-
sphorylation of insulin receptor substrates and insulin resistance [8, 9]. It has been shown that the 
activation of AMPK inhibits the development of cardiac hypertrophy through pathways that in-
volve eukaryotic elongation factor-2 (eEF2), p70S6 kinase (p70S6K), and mammalian target of 
rapamycin (mTOR) [10].

Dapagliflozin itself significantly increases the activity of AMPK (Table) and, moreover, en-
hances the effect of generic metformin. Thus, a decrease of the BNP concentration in blood may 
be associated with a stimulation of the AMPK activity by dapagliflozin and indicates a possible 
improvement in the cardiomyocytes function. As was also shown earlier, an increase in HIF1 ex-
pression, AMPK activity, and ATP consumption and a suppression of apoptosis in epithelial cells 
may indicate additional positive effects of dapagliflozin in cardiovascular diseases [11].

Conclusions. Patients with type 2 diabetes and severe anemia are characterized by a high 
level of NT-proBNP in blood.

Dapagliflozin-treated patients had a lower level of NT-proBNP that can be explained by the 
effect of the drug on the AMPK activity.
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ВМІСТ NT-proBNP У КРОВІ ПАЦІЄНТІВ З ЦУКРОВИМ ДІАБЕТОМ 
2-го ТИПУ З АНЕМІЄЮ І ПІСЛЯ ЛІКУВАННЯ ДАПАГЛІФЛОЗИНОМ

Методом імуноферментного аналізу визначено вміст мозкового натрійуретичного пептиду (NT-proBNP) 
у плазмі крові та активність 5′-аденозинмонофосфатактивованої протеїнкінази (АМРК) в лімфоцитах 
хворих на діабет 2-го типу з анемією і при лікуванні дапагліфлозином. Показано, що найвищий рівень 
NT-proBNP спостерігається у хворих з важкою формою анемії. При лікуванні дапагліфлозином рівень 
пептиду помітно знижувався, що, можливо, пояснюється підвищенням активності AMPK у результаті дії  
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гіпоглікемічного препарату. Зроблено припущення, що лікування дапагліфлозином може мати пози тивний 
ефект при ускладненнях діабету 2-го типу, пов’язаних із серцево-судинними патологіями.

Ключові слова: діабет 2-го типу, анемія, NT-proBNP, дапагліфлозин, АМРK.
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СОДЕРЖАНИЕ NT-proBNP В КРОВИ ПАЦИЕНТОВ С САХАРНЫМ ДИАБЕТОМ 
2-го ТИПА С АНЕМИЕЙ И ПОСЛЕ ЛЕЧЕНИЯ ДАПАГЛИФЛОЗИНОМ

Методом иммуноферментного анализа определяли содержание мозгового натрийуретического пептида 
(NT-proBNP) в плазме крови и активность 5′-аденозинмонофосфатактивируемой протеинкиназы (АМРК) 
в лимфоцитах больных диабетом 2-го типа с анемией и при лечении дапаглифлозином. Показано, что наи-
более высокий уровень NT-proBNP наблюдается у больных с тяжелой формой анемии. При лечении да-
паг лифлозином уровень пептида заметно снижался, что, возможно, объясняется повышением активнос ти 
AMPK в результате воздействия гипогликемического препарата. Сделано предположение, что лечение да-
паглифлозином может оказывать положительный эффект при осложнениях диабета 2-го типа, связанных 
с сердечно-сосудистыми патологиями.

Ключевые слова: диабет 2-го типа, анемия, NT-proBNP, дапаглифлозин, АМРК.
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ОПОВІДІ
НАЦІОНАЛЬНОЇ 
АКАДЕМІЇ  НАУК
УКРАЇНИ

ЕКОЛОГІЯ

Характерною ознакою папоротей є чергування поколінь, що забезпечує незалежний роз-
виток нестатевого спорофіта і статевого гаметофіта. Процеси росту і розвитку гаметофіта і 
спорофіта у папоротей, як і у представників інших таксонів, контролюються багатоком-
понентною гормональною системою [1]. Фітогормони — низькомолекулярні органічні спо-
луки координують генетично визначений ріст і розвиток рослин, а також безперервну ін-
теграцію екологічних сигналів. Як правило, вони діють у низьких концентраціях, а місце дії 
цих сполук часто відокремлено від місця їхнього синтезу. Транспортування на короткі та 
великі відстані в рослині створює необхідні морфогенетичні градієнти для кожного гормо-
ну в окремих тканинах та органах [2].

Доведено, що екзогенні фітогормони впливають на морфогенез, розвиток та статевий 
поліморфізм гаметофітів. Зокрема, високі концентрації гіберелової кислоти (ГК3) приг-
нічували ріст проталія Lygodium japonicum (Thunb.) Sw. [3], тоді як низькі не впливали на 
його розвиток або сприяли розтягуванню клітин [4]. ГК3 індукувала поділ та збільшення 
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Фітогормональна регуляція розвитку гаметофіта 
Dryopteris filix-mas (L.) Schott в культурі in vitro

Досліджено вплив екзогенних фітогормонів цитокінінової природи: кінетину, зеатину, 6-бензиламінопурину, 
N6-2-ізопентеніладеніну на морфологію і особливості росту гаметофіта папороті Dryopteris filix-mas (L.) 
Schott в культурі in vitro. Встановлено, що всі досліджені цитокініни в концентрації 10–5 М затримували ріст 
гаметофіта, спричиняли деформацію і зменшення розмірів талому, пригнічували розвиток статевих струк-
тур та ріст спорофіта. Зменшення концентрації гормонів до 10–8 М стимулювало розвиток гаметофіта, 
індукувало поділ клітин, особливо в апікальній зоні, через що відбувалася деформація таломів, активувало 
утворення ризоїдів, впливало на формування антеридіїв та архегоніїв і затримувало розвиток спорофіта.

Ключові слова: Dryopteris filix-mas, гаметофіт, проталій, талом, цитокініни, кінетин, зеатин, 6-бензил-
амінопурин, N6-2-ізопентеніладенін.
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розмірів клітин апікальної та антеридіальної зон проталія Anemia phyllitidis (L.) Sw. [5]. Під 
впливом жасмонової кислоти відбувався перехід гаметофітів Platycerium bifurcalum (Cav.) 
C. Chr. від нитчастої до лопаткоподібної форми, збільшувалася кількість ризоїдів, активу-
вався поділ клітин [6]. Показано, що синтетичні ауксини спричиняли подовження клітин та 
індукували розвиток нитчастого талому гаметофітів, тоді як у комбінації з абсцизовою кис-
лотою цей вплив нівелювався, внаслідок чого розвивалися пластинчасті таломи [4].

Переважна більшість папоротей — рівноспорові рослини. Проте в природних популя-
ціях та лабораторних умовах у рівноспорових папоротей спостерігався розвиток чолові чих 
і жіночих гаметофітів та поява безстатевих індивідів [1]. З’ясовано, що ключову роль у фор-
муванні статевого поліморфізму папоротей відіграють гібереліни та гібереліноподібний 
гормон антеридіоген [1]. Екзогенна обробка гіберелінами в більшості випадків активувала 
утворення антеридіїв та сповільнювала розвиток архегоніїв. Екзогенні ж ауксини в культурі 
in vitro індукували апогамний розвиток спорофітів із стерильних гаметофітів [7].

Цитокініни (ЦТК) використовують для регуляції росту під час мікроклонального роз-
множення, культивування та вкорінення спорофітів у культурі in vitro [1, 8]. ЦТК контро-
люють поділ клітин, стимулюють утворення та активність меристем пагонів, формують 
атрагуючу здатність тканин, затримують процес старіння листків, інгібують ріст та галу-
ження кореня, беруть участь у регуляції процесу проростання насіння, формуванні відпо-
віді на стресові впливи тощо [2, 9]. Показано, що екзогенні ЦТК пригнічували розвиток га-
метофітів, спричиняли зменшення розмірів або численні розростання і деформації серце-
подібного талому, впливали на утворення статевих клітин [10, 11]. Встановлено, що ЦТК 
індукували фотоморфогенез вирощених без освітлення гаметофітів, впливали на швидкість 
росту, поділ, розтягування та диференціацію клітин [12]. Визначено, що бензиламінопурин 
(БАП) інгібував розвиток гаметофіта Polystichum aculeatum (L.) Roth. в культурі in vitro [13]. 
Водночас роль ЦТК у регуляції морфогенезу та реалізації статевого диморфізму гаметофі-
тів у культурі in vitro залишається малодослідженою.

Тому мета нашого дослідження полягала у вивченні впливу фітогормонів цитокінінової 
природи на морфологію і особливості розвитку гаметофіта Dryopteris filix-mas (L.) Schott в 
культурі in vitro для з’ясування можливостей подальшого використання екзогенних цито-
кінінів для керування цими процесами.

Матеріали і методи. Об’єктом дослідження були гаметофіти папороті щитника чолові-
чого (Dryopteris filix-mas (L.) Schott, родина Dryopteridaceae). Папороть зростала на експо-
зиційній ділянці спорових рослин Ботанічного саду ім. акад. О.В. Фоміна (Київ). Спори 
збирали з кінця червня до середини липня. Спори стерилізували і пророщували за методом 
[13]. Спостереження проводили відповідно до стадій розвитку гаметофіта, які визначали за 
двома термінами: від появи перших екземплярів до максимальної кількості екземплярів. 
Екзогенні фітогормони з групи цитокінінів кінетин, зеатин, 6-бензиламінопурин (БАП), 
N6-2-ізопентеніладенін (іП) вносили в живильне середовище Кнопа безпосередньо перед 
посівом спор у концентраціях 10−5, 10−6, 10−7, 10−8 М. За контроль слугувало середовище 
Кнопа без додавання фітогормонів.

Морфологію гаметофітів досліджували за допомогою світлового мікроскопа Carl Zeiss 
Primo Star (Німеччина). Розміри талому гаметофіта визначали за програмою AxioVision 
Rel. 4.8. Усі досліди виконували в трьох біологічних і аналітичних повторах.
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Рис. 1. Вплив цитокінінів на розвиток лопаткоподібного проталія D. filix-mas: а — контроль; б — іП (10−5 М); 
в — БАП (10−5 М); г — зеатин (10−5 М); д — кінетин (10−5 М); е — зеатин (10−6 М); є — БАП (10−6 М); ж — 
кінетин (10−6 М); з — іП (10−6 М); и — зеатин (10−7 М); і — кінетин (10−7 М); ї — іП (10−7 М); й — БАП (10−7 М); 
к — іП (10−8 М); л — зеатин (10−8 М); м — кінетин (10−8 М); н — БАП (10−8 М). Масштаб — 100 мкм
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Рис. 2. Вплив цитокінінів на розвиток серцеподібного талому D. filix-mas: а — контроль; б — іП (10−5 М); 
в — зеатин (10−5 М); г — БАП (10−5 М); д — кінетин (10−5 М); е — іП (10−6 М); є — зеатин (10−6 М); 
ж — кінетин (10−6 М); з — БАП (10−6 М); и — іП (10−7 М); і — зеатин (10−7 М); ї — кінетин (10−7 М); 
й — БАП (10−7 М); к — іП (10−8 М); л — зеатин (10−8 М); м — кінетин (10−8 М); н — БАП (10−8 М). Мас-
штаб — 100 мм



100 ISSN 1025-6415. Dopov. Nac. akad. nauk Ukr. 2018. № 11

К.О. Романенко, Л.М. Бабенко, О.В. Вашека, П.О. Романенко, І.В.Косаківська

Результати і їх обговорення. Проростання спор і формування протонеми у D. filix-mas 
відбувалось за Vittaria-типом. Розвиток проталія проходив за Aspidium-типом, що прита-
манний папоротеподібним з родини Dryopteridaceae [14]. Розвиток гаметофіта досліджу-
вався на стадіях лопаткоподібного проталія та серцеподібного талому.

Стадія лопаткоподібного проталія. Як видно з рис. 1, а, контрольні зразки формували 
асиметричний проталій. Талом складався з 20—45 клітин, були наявні від одного до чоти-
рьох ризоїдів, проте найчастіше їхня кількість сягала двох.

Екзогенні іП, БАП та зеатин у концентрації 10−5 М блокували формування нормальної 
протонеми (див. рис. 1, б, в, г). Найвиразнішим виявився вплив іП: протонеми складалися з 
3—12 клітин, переважно з бічним галуженням від першої проталіальної клітини, ризоїди не 
розвивалися, були наявні лише їхні зачатки на 2—3 проталіальних клітинах (див. рис. 1, б). 
Під впливом БАП та зеатину протонеми набували ниткоподібної форми, складалися з 10—
25 клітин, а протонеми лопаткоподібної форми з бічними відгалуженнями спостерігалися 
зрідка. В значній кількості формувалися невеликі ризоїди (див. рис. 1, в, г). Кінетин активу-
вав розвиток ризоїдів і спричиняв зменшення кількості клітин у проталії, через що “лопат-
ка” виглядала більш компактною (див. рис. 1, д).

Екзогенний зеатин в концентрації 10−6 М викликав значне розростання проталія в ши-
рину (див. рис. 1, е), тоді як БАП, кінетин та іП у цій концентрації істотно не впливали на 
морфогенез гаметофіта (див. рис. 1, є, ж, з). Під впливом усіх екзогенних цитокінінів від-
бувався активний розвиток ризоїдів, які були коротші за контрольні, але переважали кіль-
кісно (див. рис. 1, е—з).

Екзогенні зеатин та кінетин у концентрації 10−7 М на відміну від іП та БАП прискорю-
вали розростання “лопатки” проталія за рахунок активації ініціальної клітини (див. рис. 1, 
и, і), яка знаходилася в центральній частині верхівки проталія. Зеатин, кінетин та БАП у 
концентрації 10−7 М стимулювали розвиток і ріст ризоїдів (див. рис. 1, и, і, й), тоді як іП 
затримував їх ріст (див. рис. 1, ї).

Усі екзогенні цитокініни в концентрації 10−8 М активували поділ ініціальної клітини на 
верхівці лопаткоподібного проталія, за рахунок чого переважна більшість проталіїв була 
сформована з більшої кількості клітин (див. рис. 1, к—н). Під дією іП у концентрації 10−8 М 
відбувалося формування серцеподібного талому і утворення виїмки (див. рис. 1, к), вод-
ночас нерідко спостерігали й деформацію проталіальної “лопатки”. Зеатин у найменшій 
концентрації виявив сильну стимулювальну дію, що спричинило розростання проталіаль-
ної пластинки серцеподібної форми, утворення виїмки та початок формування двовимі-
рної меристеми (див. рис. 1, л). Усі цитокініни в концентрації 10−8 М активували ріст і роз-
виток ризоїдів, найефективнішими виявилися БАП та зеатин.

Стадія серцеподібного талому. Контрольні зразки мали форму серцеподібної пластин-
ки із симетричними крилами (рис. 2, а). Зазвичай гаметофіти D. filix-mas двостатеві: на їх-
ньому таломі розвиваються антеридії і архегонії. В контролі архегоніальна подушка добре 
сформована, на ній починали розвиватися перші архегонії. Поодинокі антеридії розташо-
вані по краю талому.

Екзогенний іП у концентрації 10−5 М блокував розвиток нормальної проталіальної 
пластинки. Спостерігалося сильне розгалуження талому внаслідок стимуляції гормоном 
множинного апікального домінування з утворенням багатьох ініціальних клітин, після по-
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ділу яких утворювалися множинні бічні проліферації, що формували галузисту протонему 
(див. рис. 2, б). Зеатин у концентрації 10−5 М сприяв розростанню проталіальної пластинки, 
через що серцеподібний талом був сильно деформованим (див. рис. 2, в). При цьому від-
бувалося формування виїмки і багатоклітинної меристеми, проте розвиток архегоніальної 
подушки пригнічувався. Екзогенні 10−5 М кінетин та БАП також викликали деформацію 
серцеподібного талому: проталіальні пластинки набували лопаткоподібної форми з ледь по-
мітною виїмкою або зі значними бічними розростаннями (див. рис. 2, г, д). Статеві струк-
тури (архегонії та антеридії) під дією 10−5 М усіх досліджених цитокінінів не формувалися. 
У гаметофітів у всіх варіантах, за винятком досліду з іП, були розвинуті ризоїди.

У зразках із концентрацією іП 10−6 М серцеподібна форма талому відсутня, гаметофіти, 
як правило, сильно витягнуті, лопаткоподібної або стрічкоподібної форми з численними 
бічними розростаннями (див. рис. 2, е). Під дією 10−6 М зеатину, кінетину та БАП гамето фі-
ти були подібними до контрольних (див. рис. 2, а, є—з). Переважала серцеподібна форма 
талому. Під впливом 10−6 М зеатину і кінетину спостерігалися також поодинокі деформо ва ні 
гаметофіти з бічними відгалуженнями (див. рис. 2, є, ж), а під дією БАП — витягнуті лопат-
коподібні чи стрічкоподібні з бічними розростаннями (див. рис. 2, з). Під впливом 10−6 М 
БАП та іП формувалися поодинокі антеридії. Кінетин у концентрації 10−6 М не сприяв фор-
муванню чоловічих і жіночих статевих структур на поверхні талому, тоді як зеатин стиму-
лював утворення поодиноких архегоніїв виключно у сформованих серцеподібних таломах.

У досліді з екзогенним іП у концентрації 10−7 М серцеподібна форма талому гаметофі-
тів не утворювалася, переважали сильно витягнуті лопаткоподібні таломи, часто розширені 
на верхівці; зустрічалися таломи деформованої форми з ниткоподібними розгалуженими 
відростками (див. рис. 2, и). У досліді з 10−7 М зеатином спостерігали серцеподібну форму 
талому з сильним розростанням в основі (див. рис. 2, і). У разі впливу 10−7 М кінетину та 
БАП серцеподібна форма талому була подібною до контролю (див. рис. 2, а), але часто з 
рваним краєм (див. рис. 2, ї, й), однак нерідко в обох дослідах зустрічалися й витягнуті ло-
паткоподібні таломи. У дослідах з 10−7 М іП активний розвиток антеридіїв відбувався на 
поверхні стрічкоподібного талому та бічних ниткоподібних відростках (рис. 3). Розвиток 
архегоніїв не ідентифікований. На видовжених таломах гаметофітів у дослідах з 10−7 М БАП 
відмічені поодинокі антеридії, тоді як на серцеподібних й лопаткоподібних таломах архего-
нії не виявлені.

Внаслідок дії 10−8 М іП розвивалися таломи сильно видовженої лопаткоподібної або 
серцеподібної форми (див. рис. 2, к). Гаметофіти з видовженою серцеподібною формою та-
лому мали добре розвинену виїмку та архегоніальну подушку, на якій розвивалися архего-
нії, тоді як на видовженій частині талому ближче до основи активно формувалися антеридії. 
Гаметофіти під дією 10−8 М зеатину, кінетину та БАП були подібними до контрольних, по-
одиноко спостерігалися серцеподібні гаметофіти з нерівним краєм (див. рис. 2, л—н). Ак-
тивний розвиток архегоніїв й повільний антеридіїв відмічений у дослідах із використанням 
зеатину та кінетину (10−8 М), тоді як БАП у найменшій концентрації сприяв активному 
утворенню тільки антеридіїв.

Наші дослідження показали, що високі концентрації цитокінінів інгібують розвиток га-
метофітів D. filix-mas, сприяють утворенню деформованих таломів, пригнічують форму ван-
ня статевих структур. Водночас низькі концентрації цитокінінів переважно пришвидшують 
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розвиток гаметофітів, що виявляється в ранньому формуванні серцеподібного талому, але 
залежно від ізоформи гормону по-різному впливають на характер деформації та статеву ди-
ференціацію. Встановлено, що екзогенні цитокініни активують розвиток і ріст ризоїдів, 
причому ступінь стимулювання збільшується залежно від концентрації гормонів у живиль-
ному середовищі. У попередньому дослідженні нами було проаналізовано вплив БАП на 
проростання спор та морфогенез гаметофіта Polystichum aculeatum [13]. Виявилося, що 
високі концентрації БAП істотно гальмують проростання спор та сповільнюють розвиток 
гаметофіта папороті на стадії протонеми за рахунок зняття апікального домінування. За 
даними інших дослідників, ефект БАП у концентраціях 0,01; 0,1; 1,0 мг/л на проростання 
спор деревовидної папороті Alsophila odonelliana (Alston) Lehnert в культурі in vitro був 
слабо вираженим [10]. Значне зменшення розмірів проталія гаметофітів Ceratopteris richardii 
Brongn., пригнічення процесів формування серцеподібного талому та утворення гаметангіїв 
у Blechnum spicant (L.) Sm. були виявлені після екзогенної обробки гаметофітів БАП у мі-
кро-, нано- і субнаномолярній концентраціях [8, 12]. Зі збільшенням концентрації кінетину 
(10−8, 10−5, 10−3 М) розміри серцеподібного талому гаметофіта Osmunda regalis L. зменшу-
валися і відбувалася деформація виїмки між його крилами [11]. Водночас БАП, кінетин 
та іП індукували фотоморфогенез гаметофітів C. richardii, вирощених без освітлення [12]. 
У концентраціях 10−8, 10−9, 10−12 М кожний з цих фітогормонів змінював швидкість по-
ділу клітин, сприяв подовженню та диференціації клітин, індукував перехід від нитчасто-
го до проталіального росту, який виникає під дією світла, активував утворення виїмки в 
апікальній зоні меристеми та ризоїдів у її нижній зоні [12]. Показано, що під час вирощу-
вання гаметофіта A. odonelliana в культурі in vitro БАП, незалежно від його концентрації, 
впливав на утворення ниткоподібних гаметофітів та сприяв формуванню розгалуженого 
талому на стадії лопаткоподібного проталія, а в подальшому індукував утворення числен-
них поліферацій талому [10]. Відомо, що БАП та іП індукують розвиток численних пазуш-
них пагонів рослин [15]. А у випадку із гаметофітами папоротей ці гормони активують мно-
жинне апікальне домінування меристеми талому.

Результати наших досліджень та аналіз літературних джерел свідчать про те, що екзо-
генні цитокініни у високих концентраціях спричиняють затримку росту гаметофітів, де-
формацію таломів та зменшення їхніх розмірів, інгібування розвитку статевих структур. 

Рис. 3. Розвиток антеридіїв під дією ізопентеніладеніну в концентрації 10–7 М на поверхні стрічкопо-
дібного талому (а) та ниткоподібних відростках (б) талому D. filix-mas. Масштаб — 200 мкм 
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Зменшення концентрації фітогормонів цитокінінової природи сприяє розвиткові гамето-
фітів, індукує поділ клітин, особливо апікальної зони, що спричиняє появу таломів дефор-
мованої форми, активує утворення ризоїдів, проте по-різному впливає на формування ан-
теридіїв та архегоніїв.

Таким чином, уперше досліджено вплив різних концентрацій екзогенних фітогормонів 
цитокінінової природи: зеатину, кінетину, бензиламінопурину та ізопентеніладеніну на мор-
фогенез гаметофіта папороті D. filix-mas на стадіях лопаткоподібного проталія та серцепо-
дібного талому культурі in vitro. Під дією високих концентрацій цитокінінів сповільнював-
ся розвиток протонеми, утворювалися серцеподібні таломи деформованої форми, повністю 
пригнічувався розвиток статевих структур. Низькі концентрації цитокінінів сприяли збіль-
шенню кількості клітин проталія і залежно від ізоформи гормону по-різному впливали на 
деформації серцеподібного талому та статеву диференціацію. Встановлено, що екзогенні 
цитокініни активують розвиток і ріст ризоїдів, причому ступінь стимулювання збільшу-
ється залежно від концентрації гормонів у живильному середовищі. Серед використаних 
цитокінінів екзогенний іП в усіх концентраціях найінтенсивніше впливав на морфогенез 
гаметофіта на всіх стадіях розвитку: у найвищій концентрації блокував розвиток протоне-
ми, у найнижчій — розвиток серцеподібного талому. Зеатин у найменших концентраціях 
стимулював розвиток гаметофітів, мінімізував появу деформацій талому, активував ріст і 
розвиток численних ризоїдів, пришвидшував появу статевих структур.

Публікація містить результати досліджень, проведених у рамках наукової роботи № ІІІ-
71-14.431 “Гормональний контроль росту та розвитку спорових рослин (різної таксономічної 
належності)”, державний реєстраційний номер 0114U002034.
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ФИТОГОРМОНАЛЬНАЯ РЕГУЛЯЦИЯ РАЗВИТИЯ ГАМЕТОФИТА 
DRYOPTERIS FILIX-MAS (L.) SCHOTT В КУЛЬТУРЕ IN VITRO

Исследовано влияние экзогенных фитогормонов цитокининовой природы: кинетина, зеатина, 6-бензил-
аминопурина, N6-2-изопентениладенина на морфологию и особенности роста гаметофита Dryopteris fi-
lix-mas (L.) Schott в культуре in vitro. Установлено, что в концентрации 10−5 М все исследованные 
цитокинины задерживали рост гаметофита, вызывали деформацию и уменьшение размеров таллома, 
подавляли развитие половых структур и рост спорофита. Уменьшение концентрации гормонов до 10−8 М 
сти му ли ровало развитие гаметофита, индуцировало деление клеток, особенно в апикальной зоне, вслед ст-
вие чего происходила деформация таломов, активировало образование ризоидов, влияло на формирование 
анте ридиев и архегониев и задерживало развитие спорофита.

Ключевые слова: Dryopteris filix-mas, гаметофит, споры, проталий, талом, цитокинины, кинетин, зеатин, 
6-бензиламинопурин, N 6-2-изопентениладенин.
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PHYTOHORMONAL REGULATION OF THE DEVELOPMENT 
OF DRYOPTERIS FILIX-MAS (L.) SCHOTT GAMETOPHYTE IN VITRO CULTURE

Effects of exogenous cytokinin phytohormones such as kinetin, zeatin, 6-benzylaminopurine, and N6-2-iso-
pentenyladenine on the gametophyte morphology and growth features of Dryopteris filix-mas (L.) Schott in vitro 
culture have been studied. It is established that, at the concentration of 10−5 М, all studied cytokinins inhibit the 
gametophyte growth, cause deformations and changes in the thallus size, and suppress the development of re-
productive structures and sporophyte growth. Reduction of the hormone concentration to 10−8 М stimulates 
the gametophyte development, induces cell divisions, particularly in the apical zone, due to which some of thalli 
are deformed, promotes the production of rhizoids, affects the formation of antheridia and archegonia, and slows 
the sporophyte development.

Keywords: Dryopteris filix-mas, gametophyte, spores, prothallium, thallus, cytokinins, kinetin, zeatin, 6-benzylami-
nopurine, N 6-2-isopentenyladenine.
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http://dopovidi-nanu.org.ua

Адреса редакцiї: Київ, вул. Терещенкiвська, 3, тел. (044) 235-12-16.

Автор може передплатити номер журналу, в якому надруковано його статтю, у 
вiддiленнi зв’язку “Укрпошти” (iндекс 74137), а також у агенцiї “Укрiнформ наука” 
(e-mail: innovation@nas.gov.ua; тел./факс: +38(044)288-03-46).
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